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摘 要：运用贝叶斯估计方法，利用先验信息、预测信息和样本信息，导出了先验分布、预测信息下的后

验分布、拟合信息下的后验分布，从而给出了待预测量在 ! 时刻值 "!"的六种组合预测方法，并进行了对
比 ,最后分析了主观参数对模型结果的影响 ,
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* 记号及假设

组合预测或预测的综合技术因能有效地提高

预测精度而受到国内外预测工作者的重视，并出

现了一系列的研究成果 ,文献［*］中，唐纪等对组
合预测方法进行了评述；在文献［!，’］中，唐小我、
王景、曹长修考虑了组合权随时间的变化（时变

性）,文献［(］中，本文作者用贝叶斯分析方法给出
了一种时变权组合方法 ,过去已出现的求组合权
的方法存在两个共同缺陷：其一是未考虑主观先

验信息，其二是没有充分提取各预测方法正确的

预测信息 ,文献［(］已涉及这两个问题，但未作深
入研究 ,本文的目的是利用主观先验信息、预测信
息和样本信息，运用贝叶斯估计给出若干种组合

预测公式和相应的方差估计式，并进行对比分析 ,
为便于叙述，引入如下记号和前提假设，若不

加说明，则含义不变 #设 $%&为第 & 个预测方法对第
% 时刻的拟合值（ %!’）或预测值（ % 0 ’）；"!"为第
% 时刻变量 " 的真值：("%"为对 % 时刻的观察值（即
历史记录（ %!’）或组合预测值（ % 0 ’）#第 ) 种组
合预测值记为 ($%"（ )）；相应方差估计记为 (!!

)，并

作如下假设：

（*）!%" 1（$%*，$!，⋯，$%*）
2 3 +（"%"!，# %），

# % 1"# *# !，% 1 *，!，⋯，’，! 1（*，*，⋯，*）2，"为
常数 #
（!）!%" 1（$%*，$!，⋯，$%*）

2 3 +（"%"!，# %），

# ! 1#!（ %）# %，% 1 ,，, 4 *，⋯，-，’! , 5 !! -，

#!（ %）为常数 #
假设（*），（!）是指 !%"服从正态分布，协方差

阵具有相似性，实际应用中，多数情况近似满足假

设（*），（!）#

! 先验分布的确定和# ! 的估计

!-* 先验分布的确定
设 "%" 3 +（"!"（"），!!

"），对 . 名专家进行独立
咨询调查，每人给出一 "!"的主观值，记为 /*，⋯，
/.，则有极大似然估计

("!"（"）1$0，(!!
" 1#

.

% 1 *
（/% # 0）! 1 .， （*）

近似地，"%"的先验分布为 "%" 3 +（ "!"（"），!!
"），密

度

2"*（"!"）1
*
!%!(!!

"
678｛# *

! (!!
"
（"!" # ("!"（"）!）｝# （!）

若对 "!"确无任何先验信息，可取 "!"的先验
分布密度为

2"!（"!"）&*，"!"’3 # （’）

!-! # ! 的两个估计

! 时刻各方法（* 种）的预测向量 !%" 1（$%*，

$!，⋯，$%*）
2 3 +（ "%"!，# %），利用预测区（ % 0 ’）

信息的拟合区信息（ %! ’）对# ! 作出两个估计，

提取# ! 的预测区信息和拟合区信息 #
!-!-* 利用预测区［,，-］内的信息的估计# !

由假定（!），!%" 3 +（ "%"!，# %），, 5 % 5 -，’
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!! ! "!#，" " "!#（ $）" $，基于 !$#，对 %"$作如

下估计：

&%（ $）" ’$%，’$#，⋯，%$(之中位数； （&）

&#（ $）"（’()
)
’$) * ’+,

)
’$)）* #， （-）

基于 !$#，!"#，对!#（ $）作如下估计：

!#
%（ $）"

"
#

) " %
（’") . +&,（ "））#

"
#

) " !
（’$) . +&,（ $））#

； （/）

!#
#（ $）"

’()
)
’") . ’+,

)
’")

’()
)
’$) . ’+,

)
’$)

- （0）

若选取 %$$$ +&（ $），!#（ $）$ +!#
%（ $），近似地

!"# 1 .（ +&,（ $））!，+!. #
%（ $）" $，$ " !，! * %，⋯，# -

则" " 的拟似然函数为

/（" "）"%
#

$ " !
（#!）.

(
# 2 +!. #

%（ $）" " 2 .
%
#·

3)4｛. %
#（!$# . +&）（ $）!）5（ +!. #

#（ $）" "）
5·

（!$# . +&,（ $））｝，
由文献［-］得" " 的拟极大似然估计为

" "（%）"
%

# . ! * %"
#

$ " !
+!#
%（ $）（!$# . +&,（ $）!）·

（!$# . +&,（ $）!）5，
其中，0!!! " ! #，# . ! * %&( -

对 %"$所作的估计中，
+&6（ $）" "

(

) " %
’$) * ( 不能

取，因为此时" "（%）将不可逆 -贝叶斯估计要求

" "（%）可逆 -
#7#7# 利用拟合区（ $!0）信息估计" "

由假设（%）!$# 1 .（!$$!，". %" "），$ " %，#，
⋯，0，这里，" " """ $，取 %$$$ +%$$（观察值），则可

求得"" $ 的拟极大似然估计（见文献［-］）-

" "（#）""0 "
0

$ " %
（!$# . +%$$!）（!$# . +%$$!）5，（8）

由" " """ $，$ " %，#，⋯，0，可对"作如下估计：
+"’｛+!#

%（%），+!#
%（#），⋯，+!#

%（0）｝，或 +"’［"$，"%］，其

中"$ " ’+,
%! $!0

+!#
%（ $），"% " ’()

%! $!0
+!#
%（ $）-为计算方便，

可取"$ " ’+,（ +!#
%（%），+!#

%（［ 0 * #］），+!#
%（ 0）），"% "

’()（ +!#
%（%），+!#

%（［ 0 * #］），!#
%（ 0）），!#

%（ $）同式（/），
（0）-可取""（% . !）"$ * !"%，$!!!% -在第 6部
分中，由式（%&），（%/）可以证明，在贝叶斯估计中，

+"越小，拟合信息阵"
9

. %
" （#）的作用越大，预测信

息阵"
9

. %
"（%）的作用越小 -反之亦然 -

6 %"$的若干贝叶斯估计

67% %"$在预测信息下的后验分布及 %"$的贝叶斯

估计

条件分布 !"# 2 %"$ 1 .（$，"
9

"（%）），密度记为
1%（!"# 2 %"$）-
（%）在先验分布 2$%（ %"$）1 .（ +%"$（$），+##

$）下

的后验分布为

1%$（%"$ 2 !"#(2$（%"$）1%（!"# 2 %"$）(

3)4｛.
%"$ . +%"$（%））#

###
%
｝，

复原知

1%$（%%$ 2 !"#）1 .（ +%"$（%），+##
%），

+%%$（%）"
!5" . %

"（%）!"#
+##
$ * +%"$（$）

!5"
9

. %
"（%）! +##

$ * %
，

+##
% "

+##
$

!5"
9

. %
"（%）! +##

$ * %
- （%$）

+%"$（%）" 3%"$ 2 %"#
（%"$）是 %"$在平方损失函数下

的最小后验风险估计，即后验贝叶斯估计［/］-最小
风验为 +##

%，+%"$为［ +%"$（$），!"#］
5 的组合，组合权

"5
% "［!，+##

$!5"
9

. %
"（%）］5 *（% * +##

$!5"
9

. %
"（%）!）-

（#）在先验分布 2$#（ %"$）" 4（ . :，* :）（ %"$）

下，%"$的后验分布密度为

1#（%"$ 2 !"#）(1%（!"# 2 %"$）2$#（%"$）(3)4｛.
%
# +#6

#
（%"$ . +%"$（#））#｝，

复原知，1#（%"$ 2 !"#）服从 .（ +%"$（#），+##
#）-

%"$（#）"
!5"

9
. %
"（%）!"#

!5"
9

. %
"（%）!
，

+##
# "

%
!5"

9
. %
"（%）!
， （%%）

式中：+%"$（#）为 %"$在 1#（%"$ 2 !"#）下的后验贝叶斯

估计，+##
# 为风险，+%"$（#）为 !"#的组合，权 "5

# "

!5"
9

. %
"（%）* !5"

9
. %
" （%）! -对式（%$），当 +##

$) * :
时，5%"$（%）) +%"$（#），+##

%) +##
#，变为式（%%），即无先验

信息情形 -先验 ;+<=3>信息量 4$# "
%
##

$
)$ -

67# 拟合区信息下的后验分布和贝叶斯估计

条件分布 1#（!"# 2 %"$）服从 .（%"$!，"
9

"（#））-
（%）%"$在先验分布 2$%，即 .（ +%"$（$），+##

$）下的

后验分布为

16（%"$ 2 !"#）(1#（!"# 2 %"$）2$%（%"$）(

3)4｛. %
##6

#
（%"$ . +%"$（6））#｝，

复原知，16（%"$ 2 !"#）服从 .（%"$（6），+##
6）-
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!"#!（"）#
!$!

%
& ’
#（(）!#"

!!(
! ) !"#!（!）

!$!
%

& ’
#（(）! !!(

! ) ’
，

!!"
( #

!!(
!

!$!
%

& ’
#（(）! !!(

! ) ’
， （’(）

式中：!"#!（"）为 $"（"#! * !#"）下 "#!的后验贝叶斯估

计［+］，风险（方差）为 !!(
"，!"#!（"）为［ !"#!（!），!$

#"］
$

的组合，组合权为

"$
" #［!，!$!

%
& ’
#（(）!!!

(］
$ %（’ ) !$!

%
& ’
#（(）!!(

!）&
（(）在先验分布 ’!(（ "#!）# (（ & ,，) ,）（ "#!）

下，"#!的后验分布密度为

$-（"#! * !#"）#$(（!#" * "#!）’!(（"#!）#

./0｛& ’
( !!(

-
（"#! & !"#!（-））(｝，

复原知，$-（"#! * !#"）服从 )（ *"#!（-），!!(
-）&

"#!（-）#
!$!

%
& ’
#（(）!#"

!$!
%

& ’
#（(）!
，

!!(
- # ’ % !$!

%
& ’
#（(）!， （’"）

式中：!"#!（-）为 $-（"#! * !#"）下 "#!的后验贝叶斯估

计，!!"
(为其风险（方差），!"#!（-）为 !#"的组合，权

"$
- # !$!

%
& ’
# （(）% !$!

%
& ’
# （(）! &当 !!(

!$ ) ,时，
*"#!（"）$ !"#!（-），!!(

"$ !!(
-，式（’(）变为式（’"），即无

先验信息情形 &
"1" 在预测区和拟合区信息下 "#!的二次贝叶斯

估计

（’）将 $’（ "#! * !#"）作为先验分布，$(（!#" *
"#!）作为条件分布，"#!的后验分布为

$2（"#! * !#"）#$(（!#" * "#!）$’（"#! * !#"）#

./0｛& ’
(!

%
(
2

（"#! & #! #!（2））(｝，

复原知，$2（"#! * !#"）服从 )（+#!（2），!!(
2）&

"#!（2）#
!$!

%
& ’
# !#"

!!(
! ) !!

%
& ’
#（(）!#"

!!(
! ) !"#!（!）

!$! & ’
#（’）! !!(

! ) !$!
%

& ’
#（(）! !!(

! ) ’
；

（’-）

!!(
2 # !!(

! %（!$!
%

& ’
#（’）) !$!

%
& ’
#（(）! !!(

! ) ’），（’2）
式中：!"#!（2）为 $2（"#! * !#"）下 "#!的后验贝叶斯估

计［3］，是［ !+#!（!），!$
#"］

$ 的组合，其权 "$
2 #（!，

（!$!
%

& ’
#（’）) !$!

%
& ’
#（(）!!!

(）%（!$!
%

& ’
#（’）*!(

! ) !$

!
%

& ’
#（(）! !!(

! ) ’）&它综合了先验信息 ’!’ # "#!及预

测信息!
%

#（’）；拟合信息!
%

#（(），!!(
2 为后验风险

（后验方差）&
（(）"#!在先验分布 $(（ "#! * !#"）及条件分布

$(（!#" * "#!）下的后验贝叶斯估计和后验风险（方

差）为

!+#!（3）#
!$!

%
& ’
#（’）!#" ) !$!

%
& ’
#（(）!#"

!$! & ’
#（’）! # !$!

%
& ’
#（(）!

；（’3）

!!(
3 # ’ % !$!

%
& ’
#（’）! # !$!

%
& ’
#（(）!）& （’4）

当 !!(
!$ ,时，!"#!（2）$ !"#!（3），!!(

2$ !!(
3，式

（’-），（’2）变为式（’3），（’4）情形，即广义先验信
息情况 &

!"#!（3）综合了预测信息!
%

#（’）和拟合信息

!
%

#（(），!"#!（3）为组合，其权

",
3 #（!$!

%
& ’
#（’）) !$!

%
& ’
#（(））%

（!$!
%

& ’
#（’）! # !$!

%
& ’
#（(）!），

将拟合区分布作为先验分布所得 "#!的后验贝叶

斯估计及风险与式（’-）5（’4）对应相同 &

- 关于方差和主观性参数的说明

（’）后验方差（风险）对比 &一般地，有结果

!!(
2%

!!(
’% !!(

(

!!(
"% !!{ (

-
，!!(

3%
!!(
(

!!{ (
-
，!!(

2% !!(
3 &

正态分布下，6789..:信息量为方差的倒数，统
计量所含信息越大，方差越小，估计的风险越小 &
结果与此结论吻合 &
（(）主观参数 !!(

!的取值不宜过小，除非有充

分理由说明 !"#!（!）很接近 "#! &一般应有 !!(
!&

;</｛（!$!
%

& ’
#（’）!）& ’，（!$!

%
& ’
#（(）!）& ’｝&特别地，

当 "#!无先验信息可取时，!!(
!$ ) ,先验分布取

’!(（"#!）# (（ & ,，) ,）（ "#!），用式（’’），（’"），（’3）
估计 "#!，对 !!(

! 不能拘泥于先验主观极大似然估

计 &

（"）在!
%

#（(）#"!
-

. # ’
（ !." & !"#! !）（ !." &

".!!）$ % -中，主观性参数"需作调整 &按照重视样
本信息和拟合信息的原则，应有 !!(

-’ !!(
(，即"应

满足"& ’(!$!
%

& ’
#（’）! %｛-!$［!

-

. # ’
（!." & !"#!!）（!."

& !"#!!）$］& ’!｝#"& ’
( &

又")［"!，"’］，所以应有

")［"!，""］，"" # ;7=（"’，"(）&

一般取 !" #"! 或
"! )""

( & !" # ’ 时，估计中
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!
!

" #
!（$）的作用将过大 "
综上可知，#!$

%" #!$
$" #!$

&，即先验信息、预测信

息、样本和拟合信息在估计中所占比重依次递增 "
（&）式（’）中，$，% 的取法应为 !#［ $，%］，$

"&，% " $ ( #"’ "这一点体现了 (!%估计的时变

性，即对应不同的 !，其权 ! 会随之变化 "但 % "
$ 不宜太大，特别是 ! 点以右（将来）的预测值，在
式（’）中最好不用，以免增加风险（方差）#!$

#，#!$
$，

#!$
)，#!$

*的值 "
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