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无超调无静差系统的最优控制
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摘 要：针对线性连续定常系统二次型调节器问题，提出了一种新的控制方案，利用内模原理将原系统

进行变换，建立一种被跟踪信号 !"的新模型来实现系统的无静差跟踪控制；利用二次型最优控制原理
来计算系统的最优控制 !（ "）；同时，再适当地选取加权矩阵 " 和 # 来共同实现系统的动态响应 )分析
表明，这种控制也是一种鲁棒控制 )最后，对系统进行了设计与仿真，仿真结果表明，这种控制方法完全
符合设计要求 )
关键词：无静差跟踪；二次型最优控制；目标函数；加权矩阵

中图分类号：./ !*$)’ 文献标识码：0

’ 问题的提出

在工业控制的设计中，随着控制对象、控制品

质的要求不同，相应的设计方法也有很大的差别，

设计方法的不同将直接决定着控制效果的好坏 )
有时控制要求很多，既要求系统的动态响应，又要

求控制无超调、无误差 )这样一来，一种控制方法
难以达到要求，就需要多种控制方法共同使用，各

取所长，以提高自动控制的水平 )例如某液体产品
生产时，有一工序要求对泻放的液体物料进行称

量，其被控对象的状态方程为
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式中：% 为状态向量；! 为输出；! 为控制向量；系

数矩阵 & 1
" ’[ ]’ # "+-

；’ 1
"
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要求在阶跃输入下，物料重量尽快地、准确地

达到额定值，并且无任何超调 )根据系统要求，我
们就可以运用多种控制方法进行综合设计 )

! 系统分析与设计

这是一个单输入单输出系统，属定值调节问

题，也可以归结为确定性模型的跟踪问题，考虑到

要求稳态误差为零和动态响应的双重要求，可以

结合二次型最优控制原理和无静差跟踪问题原理

来解决这个问题 )
! )’ 稳态误差的问题
在 /34控制中，消除稳态误差的方法是引入

积分运算，根据这一原理，我们可以把要跟踪的信

号即参考信号可以看成是由动态系统模型

$%# 1 &#%#

!" 1 (#%{
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所产生的 $
式中：%# 为动态系统的状态向量；&#，(# 为系数

矩阵，将其进行变换，即把跟踪误差 % 作为它的输
入，即可变换为

$%& 1 &&%& 2 ’&% ；
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式中：% 1 !" # ! $此时，式（!）和式（$）所描述的动
态系统就是在研究跟踪问题中对 !" 所建立的信
号模型 $在这里，我们取 !"为单位阶跃信号 $
将 ! 取为状态反馈控制律［’］

! 1［ # + +&］
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或
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则可得到实现稳态误差为零即无静差闭环控制系

统的结构，如图 ’所示 $
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图 ! 无静差跟踪控制系统结构图
!"#$! %& ’()*+, )--&- .&/(-&0 ’,’()1

从图中可以看出，一个无静差跟踪控制系统，

实际上是一个包含补偿器的输出反馈系统 "其中，
!"! # #!"! $ $!" 和 %! # &!"! 部分相当于补偿器，

它是一个动态系统，其主要作用是使系统实现渐

进跟踪 #由于控制量 %!中包含有误差 " 的积分部
分，类似于 %&’中的积分控制，所以只要误差 " 不
为零，%!就一直存在，直至完全消除稳态误差即

实现无静差 ’另外，这个补偿器包含有 $( 的不稳
定信号模型，也称内模 #利用内模原理来实现无静
差跟踪控制的一个重要优点，是对除了内模以外

的受控系统和补偿器的参数的变动不敏感 #当这
类参数出现摄动，只要闭环控制系统为渐近稳定，

则系统仍具有无静差跟踪的属性，即控制具有鲁

棒性 # %) # &" 部分的主要作用是使整个反馈系
统实现镇定 ’另外还可以看出，当稳态误差 ( # (
时，就转化为最优跟踪系统的结构，如图 )所示 ’

图 ) 最优跟踪系统结构图

!"#$) 23) &4("151 .&/(-&0 ’,’()1

) ") 最优跟踪问题
在上面我们提到了 % 取状态反馈控制律：%

#［ * ) )%］
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#然而，这样的 % 可能很多，因

为在无静差控制系统中，% 的作用只是实现渐进
跟踪和反馈镇定，而最优跟踪问题就是要从中找

出一个 %，使其满足某一个目标函数 ’确定跟踪问
题最优解的一个比较方便的途径就是将跟踪的信

号转化为稳定的动态模型式（)），将它与受控系统
串联起来，这样就把跟踪问题转化成为等价的一

个最优二次型调节问题，然后直接利用最优调节

问题的有关结果，导出跟踪问题中相应的结论 ’当
稳态误差 " # (时，无静差跟踪系统的结构图同最
优跟踪系统的结构图是一致的，所以我们可以利

用最优二次型控制作为本系统的控制 % ’为此，我
们根据式（!）和式（)）来构造此串联系统的增广状
态方程为
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考虑到系统的要求，定义二次型目标函数为［!］
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其中，" # $ * $%；*，+ 为加权矩阵 ’将 &（%）进行
如下变换
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则可导出等价于上述跟踪问题的调节问题为
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利用最优调节问题的基本结论即知，由式（1）所描
述的无限时间定常 234调节问题的最优控制 %
为

%（ ’）# * )"（ ’）， ) # + * !$-- ， （5）
其中，- 是如下的 4677896代数方程

-# $ #-- $ * * - $+ * !$-- # ( （!(）
的唯一正定对称解阵 ’令

- #
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，

根据式（0），（!(）可导出相对于 -，-!)，-))的 467:
7896代数方程分别为
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因此，最优控制 %（ ’）为
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式中：) # + * !$--，)% # + * !$--!) ’
) ’< 无超调问题
在我们前面的控制设计中，强调的是稳态误
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差 ! ! "即无静差和系统的动态响应，并没有考虑
到超调量的问题，其实，目标函数的构成参量和形

式确定之后，加权矩阵就直接决定着系统的动态

响应特性 "动态响应和超调量是系统相互矛盾的
两个特性，要想实现无超调就要牺牲一些动态响

应特性 "
以式（#）为例进行分析，控制加权矩阵 ! 一

般取正定对称阵，增大 ! 可以增大 " 在目标函数
中的比重，为使 # 为最小，必须让 " 变小，从而系
统响应变慢 #相反，减小 !，控制量 " 的幅度会变

大，响应也变快 #误差加权矩阵 $ !
$$$ "
" $[ ]

%%
中各

元素的大小反映了状态变量在目标函数中的比例

程度，一般取正定或半正定对角阵 "文献［&］试验
证明：对角阵上的元素 $$$增加，相应的状态反馈
增益增大，则系统响应加剧；$$$减小，则系统响应
减慢 "元素 $%%的值增加将使系统动态响应减慢，
反之将加快 "

& 仿真实例

以式（’）作为被控对象，以式（$(）作为控制方
程在 )*+,*-./$环境下做系统仿真试验，其中，
当 ! ! "0""(，$ !［$" "；" $］时，仿真结果如图 &
所示 /仿真结果表明，系统稳态误差为零，无超调，
上升时间 $1 2，结果比较令人满意 /

图 & 系统控制仿真结果
!"#$& %&’ (")*+,-"./ 0’(*+- .1 2./-0.+ (3(-’)

( 结束语

对于无超调、无静差系统，本文提出了一种新

的控制设计方法，即将输入信号转为一动态模型，

利用增广系统和最优控制原理把跟踪问题转变为

二次型控制器问题，根据系统的无静差、无超调以

及动态响应的特性进行综合设计 /仿真验证表明，
这种设计方法符合要求 /
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