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变厚度圆板的非线性振动

黄士涛
�郑州工业大学机械系�

摘 要
�
本文利用有限元的方法研究了变厚度的国板

，

在大变形时所作的非线性振动情况
。

文

章首先导出了在一般情况时的非线性偏徽分主程及其边界条件
。

然后
，

利用结点座标

和插入函数重新改写国板的应变能和动能
，

再应用 �������� 原理
，

获得变厚度国板在

大变形时的拒阵形式的方程
。

把相应的边界条件强加到该矩阵方程中
，
以至于该方程

满足边界条件
。

然后
，
利用递归的方法来解其特征值问题

。

本文利用一个例子说明了变

厚度圈板在作非线性振动时
，
其基频与振福之间的关系

。

其计算结果的精度优于其它

方法
。

该方法可以推广到解其它类似的圈板的非线性振动 问题中去
。

关键词
�
变厚度圈板

，

非线性振动
，

有限元方法
·

特征值问题
。

中图分类号
�����

� 序言

非均匀厚度的圆板结构在现代的工程设计中经常会遇到
，

这样的圆板结构在遭受到严

重操作情况下
，

将会发生较大幅度的振动
。

根据��� ������ 的理论
，

当振动的幅值与板的

厚度为同一数量级时
，

该板中部的变形就不能再忽略了
，

此时其振动方程是藕合的非线性方

程
。

由于该类方程复杂性
，

要得到其确切的解析解是很困难的
。

因此用近似解的方式来解该

类问题�，〕 。

变厚度 圆板在小振幅下 的振动情况和在大振幅下 的振动情况
，

已 由其他作者研

究�������
，

但他们都是用 ����������� 平均法来解得的
。

而本文是用有限元方法来解
。

本文研究的圆板
，

其中心具有一个刚性的圆芯
，

其四周被夹紧不动
，

该圆板的轴向是对

称的并各向同性
。

本文首先使用变分原理导出单元的方程
，

再利用单元的方程组合成整个圆

板的非线性振动方程
。

本文对该问题获得了数值解
，

并获得了其相应的基本振动频率
。

� 基本微分方程的导出

考虑一个具有刚性圆芯的薄圆板
，

其圆芯的质量为�
。 、

圆板的外径为
� 、

刚性圆芯的半

径为 �
，

其等于圆板的内径
。

刚性圆芯的厚度为�
。 ，

其值不变
。

圆板的厚度为 刀
，

其为变值
，

但

只为半径的函数
，

并在圆板的内径处的厚度恰好为刚性圆芯的厚度
，

如图所示
。

根据 �������� 原理
，

中心具有刚性圆芯的
，

各向同性的
，

变厚度的圆板
，

在做有限振幅

轴对称振动时的无量纲运动方程为
�
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对于该运动方程
，

使用了以下的无量纲变量进行变换
�
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称为该板的柔刚度
，
�是 ����� 氏模量

，，
是 ������� 系数

，
�是圆板材料的密度

，
�是时间变

量
。

对于四周被夹紧的圆板
，

其无量纲的边界条件可表示成如下形式
�

在 分一 �处
，

即圆板的四周
，

其为
�

� 一 �

��� � ����

� � �
�

在 �一� 处
，

即圆板与刚性圆芯连接处
，

其为
�

�。 � �

� 一 �

二 护
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� 有限元方法分析

求解由方程���
、

���和���所组成的联合偏微分方程的解析解是很困难的
，

因此
，

只能用

数值的方法来求解该方程
。

对于求解这样大振幅的振动问题
，

有几种近似的求解方法
，

如模

态样条函数法��〕和 ����������� 平均法��〕，
本文将用有限元方法来解该问题

�

既然在此所考虑的圆板是轴向对称的
，

且其厚度只是圆板半径的函数
，

因此可考虑选择

环形元作为有限元的单元
。

圆板归一化后的区域为「� ，
��

，

将其划分成宽度为 �� 的
�
个单

元
，

其中
�一 �� 一�����

，

每个单元将有三个结点
，

其中两个为外结点
，

一个为内结点
，

每个结

点将有三个 自由度
，

其分别为 ��
， ，

�声
，
�

，
�

，

其中�表示第 �个单元中的第 �个结点
，
� 表示
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该结点的横向变形
，
��表示该结点的斜率

，

� 表示该结点在板中的位移
。

则第 �个单元的位

移和斜率值可表示为
�

�
“ ’
�言
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其中��
‘� ’
�和��

‘� ，
�均为列矢量型结点变量

·

其定义如下
�
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‘刃」和�� ‘� ’ 〕为行矢量形状函数

·

其在有限元分析中起着重要的作用
。

本文使用 ������ 函

数形成插人函数
，

则形状函数为
�

���
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�万
‘亡 ’ 〕� �
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其导出请参见��」的附录
。

如果整个圆板具有
�
个单元

，

则整个圆板的所有变量可表示为
�

��右
，���

��右
，

约 二

艺 〔川
‘ ，〕��二
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其中�
�� ��
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�����，

��，
�、���，… ，

� 。��十 ，，，
�、��千 ，，。

�

表示结点的横向变形和斜率的未知值
，

而

�了 一 ��
�，
�� ，… ，

� ‘�、 �，
�

表示结点在板内位移的未知值
。

考虑弹性介质在大变形时应变一位移的关系式�根据 ��� ������ 理论�
，

则应变矢量

厦。 �可表示为
�

︻

…
�

�

﹁�‘‘����������

阶卜氏
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《‘ �和��’ �分别表示线性和非线性应变矢量
。

应变矢量 已
� ，

蛛和 阮 的无量纲形式分别为
�

‘ 户一

翻翔
，

一讯翩
‘ 一
哗」 ���

对于各向同性的弹性材料
，

其弹性常数矩阵为
�
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其中
�
为圆板中层面沿厚度方向到板面的距离

。

为建立全局的刚度矩阵和质量矩阵
，

先求出

圆板的动能和势能
。

利用方程��� 一 ���
，

圆板的应变势能为
�
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封
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其第一项为二次函数
，

表示了应变势能的线性部分
，

而第二项则为应变势能的非线性部分
。

把方程���和���代人方程����
，

然后对板的厚度进行积分
，

则圆板的应变势能的线性和

非线性部分
，

分别成为
�
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其中 刀为厚度函数且只与半径有关
。

把方程��
��和����代人方程���

，

方程����中的应变部

分可写成
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现对圆板的全部应变势能取一次变分
，
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应用 �������� 原理
，

便可得圆板的 �����一�������� 方程
，

其为

�二 � �
悬
� � ·

� 一 �

�
·

命�

矗
�

。 ·

� � �

悬
�丁

·
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� 一 。

方程组����即为中心具有一个刚性的圆芯的
，

各向同性的
，

变厚同的圆板
，

在作大幅度 自由

振动时的运动方程
。

为解该方程
，

必须把边界条件强加给方程����
。

对于四周夹紧的边界条

件
，

方程����中
，

� 和 � 项前的系数矩阵中的某些元素必须作相应的变化
，

以适应相应的边

界条件
。

� 数值计算

为得到该圆板在作非线性振动时的响应
，

必须根据相应的边界条件求解方程����
，

数值

计算时
，

必须使用递归的方法【�〕
。

其步骤大致如下
�

首先
，

完成质量矩阵�
，

线性弯曲刚度矩阵 ��及线性刚度矩阵 �
，
的组成

。

厚度函数也

应转换成相应的结点的函数
。

然后
，

计算非线性刚度矩阵 ��
和 ��

的值
。

为此
，

先让板作很小振幅的振动
，

此时可认

为它是作线性振动
。

再把一个相当小的弯曲强加在第一个结点上
，

根据板的弯曲形状可得到

它的斜率函数
，

利用这斜率函数即可算出非线性刚度矩阵的值
。

在这时
，

即可把所有的线性

和非线性刚度矩阵的值相加起来
，

组成一个总刚度矩阵
。

此时
，

即可解出其特征值和特征向

量问题
。

在此基础上
，

再加上一个相当小的弯曲
，

重复以上的步骤
，

从而即可得到该板在这样

边界条件下
，

振幅和基本特征频率之间的关系
。

作为例子以便说明本文方法的正确
，

本文计算了厚度为双曲函数

刀��
�

���一�
�

�
·

铲的圆板的非线性振动
。

计算结果如图所示
。

图还说明了圆板的刚性圆芯

半径对频响特征的影响
。

圆板的频响特征非常类似于 ������硬弹簧系统
。

� 结论

利用有限元方法来解圆板的非线性振动问题
，

是一个十分有效的方法
。

由于有限元方法

的良好特点及适应性
，

因此该方法很容易推广到该类圆板其它边界条件下 自由或强迫振动
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中去
。

利用该方法所得到的结果的精度要比用其它方法
，

如平均法要好
。

本文中所考虑的圆板一质量系统振动的非线性特性与圆板的刚性圆芯半径有着重要的

关系
。

圆板的频响特征非常类似于 ������� 硬弹簧系统
。
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