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矩阵上的线性递归序列
‘

王锦玲

�郑州工学院数理力学系�

摘 要� 凡上所有二阶矩阵构成一非交换环记为�了凡� 简记为� 本文对�上的线性递

归序列进行 了初步探索
�

着重研究了这类序列与它的分童序列之间的联系
，

及它

们的周期
、

复杂度之间的关系
，

同时也给出了其它一此较好性质
。

关键词� 线性递归序列
，

生成多项式
�

周期
�

复杂度
，

矩阵

中图分类号� ����

概念及初步性质

设 � 是 ��上所有二阶矩阵构成的环
，

显然 � 是含有 �� 个元素的非交换环
�

定义 � 设 � ����，
� �， ��，

二是 � 上的序列
，

若存在 � 中的元素 � 。 ， ��，

�
�一�，

使得 鑫满足如下递归式
� ，� 。

� �卜
�月 、 � 卜 �� � 卜 �月 、 十 卜 �� … � �

。
� �

���

�二 �
，

�
，

�
， … ，

则称序列 鑫是 � 上
�
级线性递归序列

，

称�����
一�， �������

， · “ ���

为 序 列 � 的 一 个 状 态
�

若 取 �� �
，

则 对 应 的 状 态 称 为 初 始 状 态
�

多 项 式

��
�
����

”��
�一��

“ 一 ’�…�� ����
。

称为序列 八的特征多项式
。

对于上述定义的序列有如下简单性质�

①上述定义的序列 鑫一定是准周期的
，

即存在 �和 �
。 ，

使得对任 ����
，
����� ��

②若 �
。
是 � 中的可逆元

，

即是可逆矩阵
，

则序列
�

� 是周期的
，

即①中 �
。 二 �

�
︸

�’

一

�
��
�
�

� 七 “ 七

�、
刀
�

� 吞分别表示序列 弃的四个分量序列
，

则序列 �

一

�
���

一一月设若③

的周期 ����等于四个分量序列的周期 ����， ��功
，

����， ��少的最小公倍数
。

对于 � 的分量序列表示给出三种方法

① 递归式表示� 设

一�
�� ��

� 、
几�山线性递归式 ���

，

得

，
收稿 日期� ����一。�一��
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� 。 � 。
� �卜 �� 七十 卜 一� �卜 �� ，� 。 一 ��

’ · ‘

� � 。 ��� �卜 ��七
、 。

一

� �卜 ��七十卜 �� …� �
。
�� ���

�。 � 。
� �卜

�� 。 � 。 � �� �卜 �� ，、 。 � �� …� � 。 � ��几
一 ���

十 。 � 。

�几
� ��。 十 卜 �� … �几�

�
���

�� �
，
�
，
�

， “ ·

在 ���
，

��� 式中以 “ ‘
替代 � ‘ ，

声
‘
替代 �‘

就得 � 的另外二个分量序列的递归式

②矩阵式表示
�
�

��
，

�
厂����������������������������������
�

����

��
����月������

� �� 。

�。 十 。

�卜 �卜 � �卜 �

�卜 �

几
一 �

� �
七十 月一 �

���月君

月� 八
� �

已
�� 月一 �

口 ��
� 七� 卜 �

� � � …… � � � �
�� 月一 �

�七�
。 一 �

� � � � � � � �� �一 �

… … … ���

�
︹��� �� �

��� �

��� �

�。 � �

� � � � � � �

� � � � � � �

� �� �

��
、 �

� � � � � ��

…
��

�
�

�
� � � �

� � � � � � �

亡已
������������������������
�

�
�

��
�
���

�

�� �
，
�
，
�

，” ” ”

在 ��� 式中分别以 “ ‘ ，

刀
‘
替代

“ ‘ ，
�，
则得另外二个分量序列的矩阵表示

，

���式

中 �� � �� 的矩阵可称作状态转移矩阵

③移位寄存器表示

一
一飞代卜一�

以解

�

� � 户 � 。 亡
口

��

�，� 期
�刀夕

� 分量序列的生成多项式

设 ��，�� 艺
� ‘�‘ ，

����一 艺�“
’ ，

�卜
’ ，
��，�� 艺�

，�卜
’

� �

��‘�一 艺
� ‘

龙� �

����� 艺
���卜

‘ ，

��，�� 全��
‘卜 ‘ ’

其中。 。
� �

。
� “ 。

�几� �
，

则由 ��� 式得
‘吕 � �� �
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��，�� 艺
� ‘ 二

艺
� ‘，‘

� 艺
� “

� 艺�艺
�，� ‘十 ，一 。

� 气�
‘十 ，一 。

�‘
�� 月 了二 �

月一 】 匀

� 艺�
�，
艺

� ‘十 ，一 。 “ � �，
�� �

� � �
�

艺�
，� ，一 。 “

����� � ��卜 ’
�� � 。 ����� … � �卜 ����

。
� � ，�� … � �卜 ��卜 ’

���
︸艺曰︺艺︺︺艺间

� ������ �
。
�
月

����� �
��卜 ’

��
。
� ������ …� �卜 ����

。
� …� �卜 ��卜 ’

� �������������� ���������� ��� ����

其中���是次数簇
� 一 �的多项式

同理利用 ��� 式有

�����
����� ��� ���班���

�
���

其中
����是次数毛 � 一 �的多项式

联立���和���解得

���

���

飞�������、尹己、 ‘�产
护‘��‘

�‘、
目

了�、
��

�
���

�

〔默
“

伙二
’

�
「
。 �

才犷
， ‘

叹二
’

」
����
〔

����

����� �

���、

�门��八勺

了�、
亡

��������

故序列 � ，

�的生成多项式为

����

����

����� �

����� �

式��

� ���班��� ������ ��试��� �� ���

同理可知
，

乡 卢的生成多项式也是���式中的��‘�， 这样我们得到

定理 �设 � 是山���式产生的 � 上 � 级线性递归序列
，

则序列 月 的四个 ��
上的分

量序列可山同一个 ��� 次多项式生成
，

且它们的生成多项式由 ��� 式给出

� 周期与复杂度

定理 �

①� 上 � 级线性递归序列的周期的上界是 �
�一�

，

分量序列的线性
�

复杂度的上界为

��
。

②设 � 是 � 上 � 级线性递归序列
，

则序列 今的周期达到 �
�一�

，

当且仅当 � 是非零

序列
，

且 ��� 式中分量序列的生成多项式 ����是 �� 次本原多项式

证�①山 ��� 式中的 ����是 四个分量序列的生成多项式
，

所以分量序列的线性复杂度

不大于 ��
，

又每个分量序列的周期整除多项式 ����的周期 �������
，

所以序列 � 的周期也

整除 �������
，

而 ���������
，“ 一�� �

�一�
�

故序列 八的周期不大于 �
�
一�
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②若 � 上 � 级线性递归序列 � 的周期是 �
�一�

，

则因为 � 的周期整除 �������， 而

���������
�一�

，

所以 �������� �
�一�� ��

�一�
，

故 ����是 �� 次本原多项式
�

反之
，

若 � 非

零
，

���是 �� 次本原多项式
，

则必有 � 中一条分量序列是 �� 级 � 序列
，

它的周期是

��一�
，

所以 ������
�一�

，

又山 ��知 ������
”一�

，

所以 ����� �
�一�

上述定理给出的二个上界是否能够达到
，

下述定理给予了回答
�

定理�� 在定理�中给出的二个上界通过适当选取 � 、 二

证� 因为在 ��
��� 中总存在 ��� 次本原多项式

，

� �
，�十 �

。

是 ��
�二�中的一个 �� 次本原多项式

，

于 “ ‘ ，

峨
， “ ‘ ，

人的方程组 �系数相等�

设 附����

显然 �

��
�

�八

又砚式夕
是可以达到的

。

�加 � 砰 知一 ��卜
�� …

，

令 以��二 才��
，

得关

� � 。
� �

恙
� �

�
。 � �� �

�� 。
� �

�
，� � ，

九 � 附
�。 �

�
。 �卜 ，� ���卜 �� ” ·

� �
。 � �� 。

� � 。

几
� 。
�几� ���卜

�� … � �
。 � ，� ，� � ，

几

一 �

一 �

� � �

�
，� �� …� �卜 ，

九 �

� …� � 。 � ，
�

，� �
。

才 ” � �

���

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

……
� 。 � ����

� �� �
。 � ��卜 �� �卜 ，

��
一 ，� 附

�
·

�卜 ��几
� �� �

�

若令 �‘ � �
‘ � 卜 则上述方程组变为关于

“ 。 ， “ �卜 �， � � 一 �
� ，� �

的

线性方程组
，

系数矩阵如下�

��二���二��
�������������������������������������������������通

一�
行

一�
行

�
列 �列

容易证上述矩阵是满秩的
，

所以关于 � 。 ，

一
。 。 � �， � 。

一
“ 卜 �

的方程组是有解

的
，

从而方程组 ��� 有解
，

故通过适当选取 �
‘ ，

�� �， 卜
、 � 一 �， 定理 �中的二个上

界都能达到
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由定理 �和定理 �
，

我们知道 � 上 � 级线性递归序列的最长周期是 �
”
一 �

，

称这样

的序列为 � 上 。 级 。 ’ 一 序列

� 其它一些性质

性质 卜 � 上 � 级 � ’一序列 �
，

它们的所有非零分量序列是 ��上 �� 级 �一序列
，

且

两两平移等价
�

证� 因为 � 中非零分量序列的生成多项式是 �� 次本原多项式 ����
，

所以它们都是 ��

级 �一序列
，

而由同一个本原多项式产生的序列必是平移等价
�

针对定理 �
，

考虑下述问题� 设 �是 � 上的一个周期序列
，

且它的四个分量序列可

由同一个 �� 次本原多项式生成
，

显然若 �举�
，

则 � 的周期是 �
�
一�

，

且 � 中的非零分量

序列是两两平移等价
，

现在要问序列 旦是 � 上 � 级线性递归序列吗� 即是 � 级 � ’一序列

吗�

性质 �� 上述这样的序列 � 未必是 � 级 � ’一序列

证� 由 �� 次本原多项式生成的 ��上的序列必有连续 ��一�个 �出现
，

所以可以考虑

下列序列
。

连续 � 个零矩阵

�
�

﹁����

一
�� �

� ，

则�显然不是�上
�级线性递归序列

， ’

这里设�护 �
，

性质 �� 设 ����一 ，�”
� �

。 一 ，�卜 ’ � … � � ��� �
。

是 ����中的一个多项式
，

若

有 � 上某 。 级 。 ’ 一 序列以 ���为生成多项式
，

则山 ���产生的任一非零序列都是 �

上 。 级 � ’ 一 序列

证� 对应于 ���的 ��� 中的 ����是 ����所产生的序列的分量序列的生成多项式
，

由

于有某 。 级 � ’ 一 序列以 ����为生成多项式
，

所以 ���� 必是 ��� 次本原多项式
，

从而 山定

理 �知
，

山 ����产生的非零序列均是
，�级 ，、 ’ 一 序列

称性质�中的����为�上
�
次拟本原多项式

性质 �� � 上每个 。 次拟本原多项式能产生 �
月
� �个圈

，

其中 �
”
� �个 。 ’ 一 序列

形成的圈
，

另一个是零圈
。

证� 设 ����是
� 次拟本原多项式

，

� 中共有 �� 个元素
，

对 ����所产生的序列来

说
，

共有 ��
月

个可能的状态
，

而 ����所产生的每个非零序列的周期是 �
”
一 �

，

故有 �
”

� �

� �
� 、 � ‘ �

��
”
一 �

一 �个状态
，

另外 ��
“

个状态中非零状态为 ��
“
一 �， 从而 �� ‘�能产生行嘴�

二 � �
’ ‘

� 】
， �

·

一
� � � · �

一
，

�
’ ‘

一 �

条两两不平移等价的非零序列
，

且是
，�
级 。 � ’ 一 序列

，

故共有 �
”
� �个非零圈

，

其

次 ����还产生一个零圈
。



第 �期 王锦玲� 矩阵上的线性递归序列 ��

口�
矛

仪�

� 结束语

关于在通信中如何传输矩阵
，

我们可以把矩阵看作四个 ��
上的元素 “ ‘ ，

来传送
，

但这里也有一个间题
，

如果对其作四采样
，

由前面所述的性质知
，

序列是易破的
，

不过我们可以对序列

� 。
�

。 “ 。

刀
。 � ���“ �

刀
，……

再作钟控或前馈等运算
，

就可以避免被采样所破
�

有关 � 上线性递归序列
，

还有许多问题
，

可望进一步研究
。

致谢周锦君教授戚文峰讲师热恃指导和帮助
�

这样排列的
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