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复模态理论的摄动有限元法
’

王 伟 赖永星
� ‘

�数理力学系�

摘 要 � 本文借助状态空间
，

采用摄动有限元法对不定参数结构进行�动力分析
�

将复

模态的二次特征值问题化为一次特征值问题
，

对不定参数在某一确定值邻城内

的摄动
，

利用二阶摄动的有限元方法通过一次性计算得到了结构复特征值
，

抉

态特征向童的一
、

二阶摄动公式
�

关键词� 复模态� 有限元法� 摄动� 不定参数� 特征值
�

中国图书分类号 � ������

自���
�

���� 与 �
�

�
�

���� 首先提出结构动力分析的矩阵摄动法 “ 〕 以来
，

关于振动

系统的实模态矩阵摄动理论
，

已有许多文献
，

并有效地用于实验模态参数的修正
、

结构优

化设计等
�

而对某些大阻尼结构
，

如高层建筑防震设计中经常采用各种阻尼器和粘贴高阻

尼材料
、

汽车工程等
，

传统的比例阻尼假设不再成立
，

实模态摄动法用于系统局部修改设

计的整体动力学分 析受 到一定 的限制
�

关 于复模态 摄 动理论 文献也 已 发 表许

多 〔 �〕 ‘ �〕 〔 礴〕 〔 �〕 〔 �〕 �

本文是利用 摄 动有 限元法 〔 �， 在结构动力 修正 中的优点
，

引人复模态摄动理论
，

通过一次性计算得到了具有一般粘性阻尼系统的结构
，

随其不定参

数变化的复特征值
，

状态特征向量一
、

二阶摄动公式
�

基本公式

、�矛、�夕刀‘
��

‘百�、了�、

�
�

�状态空间中的基本方程

结构有限元动力学方程为�

����又�� ����又�� 区��
�飞二 于�����

对应���式的特征方程 �����
� � ����� 区��子��� 子。�

引人状态矢量 �
��

� � ����
� ，

�
�
�丫

�
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状态变换阵
「���

田 一

�
�」 ���

则有 �
����

弓�备， �
�

��
�� 」

��飞��� ���

习日

�为对应复模态向量 ���的状态特征向量
�

从而 ���式可表示为�

������ 田�于��二 ���

其中�

��� 一

�罢割
， 一

〔群罚
对应于���式的特征方程为 �� 次多项式

，

在复域内有 �� 个复特征值和特征向量

��，一 �，’�
� ，
� 。 一 �，’�

。 ，‘一 �，…��若取正归化条件� 于�
。
�
�
��一�� 。�一 ，

则正交化条件可写成
�

‘� 。
飞
����田��一 占。

苦�
。
�
�
田�于��

卜
一 占。�。

����

����

�� �

�砖�
为�

������符号
，亘�尹�，‘

︸口
占

�
�

� 单元摄动矩阵与整体摄动矩阵和���
、

田�摄动矩阵的一般公式

结构的不定参数可表示为�
。 � �‘ �� 十 。 ，�， ����参数初值

，

犷无量纲小量��司� ���

�� �
，…�

根据单元特性矩阵的影响可分两类可变参数

①单元形不变参数�这类参数的变化不会引起几何形状的变化�
②单元形变参数�这类参数的变化会引起单元几何形状的变化�

，

本文仅讨论单元形不

变参数

当第一类不定参数发生变化时
，

此时困�矩阵积分域不变
，

相应的单元材料矩阵可表

示为�舍去 。�。 ���

，�一 ，。
�� 艺，

，卜。 � 艺艺，。�
。‘ ，

，�一 ，。
一� 艺，

。��。 � 艺艺，。卜
�‘ �

���
正� 盖�� �

田一 旧
‘
�� 艺�

‘卜
。 � 艺�

。���。��

把 ���式代人有限元单元特性矩阵的一般公式中可得相应的单元摄动矩阵为

阿
‘
�一 阿�卜 艺���卜 艺艺��几卜气

�一 � �一 ��� �

� � �

一 区二卜 艺匹�卜 艺艺匹导卜
‘ ，

云一 � �一 ��一 �

���

『 『 �

��
’

卜 田��
� 艺��

，
�� 艺艺��二�

�。��

厄一 � ‘一 ��一 �
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忆法
�匕」
��卜孰
·度

，

泪
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卜

组集后可得结构的整体摄动矩阵

���二附
。
�� 艺附

。卜
�十 艺艺阿

臼一 �亩一 �

� 最

一 ��
。
�� 艺区

，卜。 � 艺艺队
‘� ��� �

一 ����� 艺��，卜。 � 艺艺��

因���

�一 ��� �

由���和����式可得���田�的矩阵摄动公式

��� 一

�罢割
一 ��

。

�� 艺阵
。一�

。 � 艺艺阵
。卜。�，

洛� ��一 �

。 ，一「一阿，
叫

�

� ��� 区�」
田

。
�� 艺田

，
��。 � 艺艺田

。�‘
。‘ �

一�
�

�
�

�����叼

刁����

，��，���

���� 附
其中� ��

‘ 】二 �
�

���
�� ��
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「「�� 附 。��
��

�

�� � �

�阿
。� ��户」

一一︸”

，������田��
�，�尸

� 复特征值状态向量的一
、

二阶摄动有限元解

当结构参数发生变化时
，

描述系统的动力学方程的物理参数也相应的义化
�

在改变量

不大时即伪��� �
，…��较小时

，

特征参数
，
�汀�

�飞也都只有小变化
，

可写成如下形式

�一 ��� 艺��
�。 � 艺艺�几

。 。。 �� ���，� �����
扭� � ‘一 、 �一 、

��
’

卜 于��卜 ����
。 。 � 艺艺于�几�

�。�
�����

百� 盆�� �

�� ���，�

将 ����和 ����式代人 ���式比较等式两边 。 。 的同次幂系数
，

且只保留到二次可得关于不

定参数结构的动特性摄动递推方程式
�

���
�

�� ����
�

��于��卜 了�� �，���

�田
，
�� ����

。一� ����
。

��于��卜 ���
。
�� ����

。
�于���一 子�� �，���
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。
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。
�� ����

。
�����卜 �田��� ���

�
。
�� ����
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� ���
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�� ����
。
����二卜 于�� �，���
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�
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�不定参数结构摄动特征值
，

状态向量的一阶摄动量的计算因为��
。
�田

。
�

、，产﹄、了、�口口、，尹����，
盈︸�了�
曰�了��、，�﹄���了、

矛

�
、��、

对称将�����式转置可得

用����
�
左乘���。�式

，

����
�
�田

。
�� ����

。
��一 于。 ��

�
�

�

�

�
一 ����

一 ����

同时考虑����������式可得

�田
。
�� ��队

。��于��飞

�
��

�
�� ��� ����

。�� 区

将����在状态向量空间中展开 于��� �

，一�����

�丁���
水艺同

一一

将����式代人�����式并用����
�
左乘�����式

，

考虑���式当�， �时可得
飞

�

�

当�二 �时
，

�

�
‘
一 �七

�����
��田

，
�� ��沐

‘
��于� �����

产

司�尸户下
�

� �

由于�
’

汀�����
’

�一 �将其左边展开比较
�的一次项可求得

� �
一

圣
、��‘

��� ，，‘��‘

�’� 阳�卜 艺

找
�����

�
����一� ����

，一���������冬

����
�
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�
一��

�
�丁��������

�互六
二�����

�
��

’

�阿
。一� ����

。�� 区
‘����，�����

片�‘水艺卜

七价 一 � �

���
�

’
�

�

�

冬
����

�阿
。
�� ��。��于� �于��飞 川护尸曰口州

�
�

� 不定参数结构特征值
，

状态向量二阶摄动量的计算

用与上节类似的方法可得�

，
二

��
�二一

苦���
�
���。一� ��〔�

，一� ��陈
，一�，一 ‘ 。�� ����

。一�于��卜 ����
�
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�
��

，
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�

�
��田�一� ��阵

。
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����

�
�

�
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里奋与
����，

’ 。田 。，� ��「�
�，� ����

厄，‘，一 ‘ “，� ��阵
“，，‘��，

肚价 一 �

� 于��冬
��田 。�� ��阵

。�� ��阵
。
�于��卜 于���

��田 ，�� ��沐
。
�� ����

���

���冬�，一 ‘ 。������卜 ����冬
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阵

。�于��卜 ���，
�
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。
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� ��了�
�
阵 ，一不��卜

利用 �������式还可推导出用 �
，

�十 咨

�

匡于���
�
�� 。，一��������� ����

�
，
�

，
�

，
�表示的 �

�， 子�
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�这里就不赘述了
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� 算 例

图 � 为一作纵向振动的杆
，

为了减少振动加了 �个阻尼器
�

计算简便我们采用了集中质量矩阵
�

共取 �个单元
�

当参数 。助 �气�� 。
�

�凡
、 �物 二 �

�

�，��，� 、 � 。
�

��

因为杆是作纵向振动为了

时各单元初始矩阵和摄动矩阵如下

其中

区二

��二

���� 一 ��
一下�

一 ， ，」 ��“
�

，…��
· ‘

� �， �� ‘ �
·

��
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」
。
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·
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。 。
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阿�’一�
。 。
�

‘�一 �，” ’ ‘，

�� ��
�

‘��’一�
。 。
�
介一 ’ ，” ’

�， 限�，
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一

〔全
�

二
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�一一

�一
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�
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�

���，�
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司
，�，一 ���，一阿�，一粤���」「。 �，

�

按常规有限元组集后引人支承条件可得 �取 �
。
二 �

。
二

��

勺��

�
��

百三�
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������
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���
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区
。

一

…
了
’

一

…
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� 一 ��

� 一 �
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�
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卜 一 �
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�����
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���一
���刃��
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一一��
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�

� 一 �
�

� �

一 �
�

� �
�

� 一 �
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�

一 �
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� �
�

� 一 �
，

�

一 �
�

� �
�

� 一 �
�

�

一 �
�

��

�� �
�

��

�

��﹄附��

一 �
�

� �
�

�

」
�。 一二阶的摄动解与 �

。

的精确解比较的相对误差如下表
，

因为特征根成共扼对出现
，

所

以表中只给出了前五阶特征值比较结果
�
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序序 号号 ��� ���� 班班 ��� ���

���阶阶 �
�

������� �
�

���一��� � 口����刁刁 �
�

��������� �
�

���������

���阶阶 �
�

������� �
�

����一��� �
，

��������� �
�

����一礴礴 �
�

����一���

序 号 � � � 牡 � 。
� �

�

�图 ��

� 结束语

本文借助于状态空间
，

采用摄动有限元法对不定参数结构进行了动力分析
，

将复模态

的二次特征值化为一次特征值
，

通过一次性计算得到了具有一般粘性阻尼系统的结构
，

随

其不定参数变化的复特征值
，

状态特征向量一二阶摄动公式
�

这对有些工程问题的防震设

计的动力分析有实用价值
，

而且具有计算简单
、

方便
、

节省计算工作量等优点
�
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