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饱和—非饱和三维瞬态渗流

的高斯点有限元分析
①

汪 自力 高骥 李信 李莉
�黄河水利委员会水利科学研究院�

摘 要
�
本文提 出了堤坝三维饱和—非饱和瞬态渗流有垠元分析的一种新方法—离斯

点法
。

本法是根据饱和—非饱和渗流规律建立 约数学模型
，

将堤坝内饱和—
非饱和区祸合在一起

，

构成全体约分析横型
，

然后利 用数值积分时禽斯点处压力

选取计算参数来进行单元刚度矩阵 约计箩
，
从而 解决 了单元 内存在 的非饱和渗透

参数不 同的问题
�

也解决了由于饱和区边界条件突变引赶约计算不稳定问题
。
该

法计算童小
�

迭代格式简单
、

冀例表羽 了该法的有效性
。

关键词
� 三维

�

瞬态渗流
，
饱和—非饱和

，

高斯点
，

有浅元

中国图书分类号
� ���

对于洪蜂来去迅猛的河流
，

所产生的渗流动态情势可能造成工程失事
，

而且许多问题

也不能当作二维问题处理
，

因此
，

进行堤坝工程
‘
�
，
不稳定三维渗流课题的研究

，

既重要而

又十分必要
。

以 往渗流分析的研究大多只针对着 白由而以下的 饱和区进行 〔 ’〕 �� 〕 。

近年

来
，

考虑 白由而以上的非饱和渗流研究止在开展 ��〕 �� 〕 �

即饱和—非饱和渗流的分析
，

以求更真实地反映堤坝的渗流动态
，

从而有效地解决水位骤升
、

骤降及降雨等引起的不稳

定渗流问题
。

以往对非饱和渗流的分析
，

中
�

元内的计算参数都取为单元结点处参数的平均谊
，
即对

一个单元计算参数是常觉 〔 ’只 ‘ ，
月

�

多是对二维问题
。

这样
，
当单元较大时

，

造成的误差

较大
。

而且
，
当饱和区边界条 件有突变时 �如水位骤降 �

，
水头函数是时问的 间断函数

，

�卜算时易引起振荡
，

甚至不收敛
。

本文提出的高斯点法
，

是在计算 单元刚度矩阵时采用高

斯数值积分法
，

每个高斯点处的 计算参数都随该点压力不同而变化
，
即计算参数在一个单

元内是变量而 月数�直计算稳定
。

这样对 自山而不断变动的瞬态三维渗流的分析很为方便
。

用模型试验资料比较验证 �该法的可靠性
、

有效性和实川性
。

饱和—非饱和渗流的基本方程及求解

�
�

� 饱和—月卜饱和瞬态渗流的基本方程

介质 �无内源�的瞬态渗流控制方程为
�

〔�二〔诵 �����图 �� 示
，
不可压缩流体通过多孔

� 本成果是水电部水利水电科学菜众资助项目
。
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�、�����·��卜缪
，

又在�域� ���

其中
， 。 一 。 �

��
� ，

�为非饱和
、

非 饱

和渗透系数张量
。

� � ���
，

���

在饱和 区 � 为饱和流总水头
，
�为

渗透压为水头 ， 在非饱和区
，
� 为非饱

和流总水头
，
�为毛细管压力水头 �负

值�， �为相应点的垂直坐标
。

�二 ����������
，

���

��为土体单位贮水率
，
�� 为土体饱和度

，

注意到
，
在饱和区内

，
�二 ��

� 定解条件
�

如 �图 ��示

初始条�牛
� ���

，

�
，
�

，

��� ����
，

�
，
��

图 � 堤坝边界示意图

�为土体体积含水量
。

、、��、，��、���、，�、、了�

�����
了几��、了�、�
龟扭�、

矛‘、了月二一，�

�甘
�︸直鱿
��︸
‘

边界条件
� ���

，

�
，�，
���

���
，

�
，
�

，
��一 �，

在�
�
上

，

�
�

尖
�

�
二

爵
·

� �少
�

�刁� �

十 �世
。

� 刃
，

� �

，

�
，
�，
��

，
在�

，
上

，

二 �
，
在�

�
上

，

乡�
十 � — � � �一 �

，
在�

�

上
，

式中
，

余弦
，

�
�、

��
、
�
�

分另��为 � 、
�

、 � 向的渗透系数
， �� 、 ��、 ��

分别为 � 、
�

、 � 向的外法线

�
、
�分别为单位时间内在单位而积土体积上的蒸发水量和降雨量

。

第一类边界�
，
��

， 二 �� � ��
�上

，
� 二 �

，

第二类边界�
，
��

， 一 � 。

��
�

�上
，

伏甲��
了万

一云
，

注意到
，
这里 白由而已不再作为边界

。

� 高斯点法的墓本思想 〔�〕 �

方程 ���的求解域是整个域 � 二 � 、
日。 。 方程 �� �

‘
卜的系数也相应定义为

�

一

���

����

、�、，少�
��

吸�且��月
�、‘沙‘、

�
， ，

� �

卜几厂‘破�
一一

、�少
几件

产‘、

�
�

�� � “ ” 一

�
�

，

����
，

这里
，
�

，
为饱和渗透 系数

，
�
�

����是随压力而变的土体比水容量
。

在�
，
域内��� ��

，

在�
�
域内�八� ��

，

在。 ，
域内

，

在 。 ，

域内

����
，
域�勺

，

在 。 �
域内

为相对非饱和渗透函数 ����
�

� ��
，

‘�、�
一一��

����

而 ��刀� �
，
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在计算 单元刚度矩阵时
，

本文用高斯数值积分法
，
并借助高斯点处压力 �值

，
由式

�� �� 一 ���� 根据试验曲线分别选取 �
�、

刀
、
����值

，
这样非饱和带各点计算参数不同

的特点就通过各高斯点处计算参数的分别选取表现出来 了
，
即单元内非饱和渗透参数的差

异表现为各高斯点处计算参数不同
。

特别是含有白由而的 单元
，
�� �的高斯点处取非饱

和渗透系数
，
���的高斯点处取饱和渗透系数计算

，
这对计算稳定很有利

。

这就是高斯

点法的墓本思想
。

�
�

� 时域有限元法
�

对方程 ��� 的求解
，
采用时域有限元法

，
�
，
的半离散逐步积分法

。

先做空间离散
，
采用空间八结点等参元

，

设 羊元函数为
�

� 一 工���言
，，
�
，

二����‘�一 ������

口��

刁�

� 工���之
，，
�

，

二

、

�������
�

—
� �囚 ��月 �

��

����

����

�仁
，
�
，，
之

， ，，， �为等参坐标 �

� 、为插值函数的形函数
，

�川��� ��� 为 �时刻结点 �的总水头对时间的变化率值
，

��』二 【� ，，

��
，

…
，

�，】
，

月
�

�
、

��
，，，，

��一要�
，� ������ ，了，，���� ��

�

�
，

��一 �
，

�
，

…
，

��
�

����

在第一类边界条件 �，
满足的情况下

，

方程 ��� 相应的有限元加权余值方程为
�

�
�

�甲
丁
������一 �

理��厂�。 一 丁
，
���二��

下�� 。 。

��厂�� 一 。
� � �

一

����

�厂为加权函数
在方程����

’
�
’
弓�入式����

、

����， 按有限元剖分
，
有 �二艺�� 按伽勒金有限元法

，
加权函

数 ��取为单元函数 伙
，
义设 �

、 一 ��二 �
�一 �， 入渗率 �和燕发率 �相等�盯 兰 ��

，

则有
�

、�，‘、尹����尸
�����几

�了、，刀了吸、艺丁
‘�。

��
�一

丁�【���自�� ���丁��������
�。 。 一 。

可写为
�

����卜」�� ������‘ �

其
，
�
�，
���二 艺���

‘” ， 【��一艺【��
‘” ，

按 单元求得
�

、产�、�声

��，‘�
廿
了�、�尸‘、���卜，一丁

‘，。
�����

����� �

���“ ，一 丁
‘，。
���奢�

����� �

������
�
���������

，���，

�丁了���
�

�������心�
，，���

式
，
卜

，
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些��竺六些��竺众竺汀竺��竺众竺���竺��

���

���为雅可比矩阵

单元的几何等参变换为
�

一 艺�
。��睿

，，了
，‘��

二 艺�
。��心

，，�
，

心��

“ ���汇��

二 【��【�〕

� � 艺�
���心

，，�
，

‘�� 。 � ������

下面进行时间域的离散
，

采川向后差分格式
，
即方程����在�� △ �时刻成立

。

假定
�

���

���二 ���
�� △，

���
�， �、� 一 ���

，

八�

贝��有
�

王【
���

’

���么
�△ �� ����

‘

���二��
���

’

立
△�

一���万二
�△ ��

方程����表示在每个时间内都需要迭代求解
，

其
�

�
，
上标 �表示第 �次的迭代结果

，

����

下

标 ��△�表示 ��△�时刻的结果
。

该方程就是本文在 ��△�时间步的迭代格式
。

稳态渗流时平�应的格式为
� �， ， 、 ‘�一 ��

� ， ， ， ‘一

�人 � �口 � � � ����

计算起步时
，

可假设整个域都是饱和的
，

然后根据求得的 【��值不断调整计算参数 ，

得到相应时刻的结果
。

�
�

� 若干说明
�

�
�

�
�

� 白由面位置
�

迭代收敛后
，
� 二 � 的点所连成的零压力线即为所求时刻的 白由

面
，
这可由结点数值按线性内插求得

。

�
�

�
�

� 收敛标准
�

按结点水头值的平均变化范田确定
，

即收敛时应有
�

命
�

荟旧
‘，，一 � ‘】 一 ’��簇 。

����

其中
，
�� 为结点总数

，
�为迭代序数

， 。 为给定的精度
。

�
�

�
�

� 渗出点及边界条件的处理
�

山于在可能渗出段 ��上
，
处处满足 � � � 的条

件
，
故渗出点是个奇点

。

本 文对 下游边界结点
�

�
，

采用 �仁相邻的 内部结点�� ��的压力俏

�勺
一

��值来 判断渗 出点的 大致 位粉
，
只 要 ���

一
��丈 。 ，

即 认为 �结点在渗出段以上
，

即

���� �
，

相应的 �结点就不作为强加边界条件处理
。

对上游边界结点也做类似处理
。

�
�

�
�

� 高斯点数 日的选择 及网格的����分
�

山于本文的 计算参数是随高斯点变化的
，

故
一

仁文采用较密的高斯点
，

即 �� �� �� �� 个来进行数值积分
，
而网格相应稀些

，
这样既
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可节省计算量
，
又不失精度

。

�
�

�
�

�时间步长的选择
�

对瞬态渗流这类时域内非线性问题
， △�既有上限也有下限 〔。 ，

另外
，
由于研究对象是非线性问题

，
又是时域和三维流问题

，
故采用精度计算是很必要的

。

�
�

�
�

�计算参数的处理
�

对瞬态渗流问题
，

计算参数应取连续函数
，
否则

，

容易引起振荡
。

� 算例及结果分析

矩形均质土坝 模型
�

长 �巧��
，
宽 ����

，
高 ����

。

模型材料为均 匀砂
，
孔隙率

� � �
�

��
，
贮水率 �

�� �
，

饱和渗透系数 �
�二 �

�

���� � �， �一 �一 �
�

曲线 �图 ��
、 ����一 �

曲线 �图 �� 由试验曲线整理而得
。

计算域内按矩形网格均匀剖分
，
由于问题的对称性

，

可只计算两个断面
，
�卜算结点总数 �� 二 �� � �� �� ��� 个

，
�卜算单元总数 ��� �� � ��

�� ��个
，
单元尺寸为△� � ��

�

����
，

△�� ��

����
， △�� �

�

����
。

一 ���

岳
一 ���

�
。

�
、 �、

叱

�
�

� �

名

�
�

���� 丫
‘

’ ‘ 卜�

只
一 �硬��

李

一 �卿

� ��
�

�
‘

� � 蠢

了 �
伙 �

篓
�二二二二二‘ 二二二二�‘ � 若
�

·
� �

·

� �
·

� 黛

�
· ”�，��

�

一
�� 一 ��

体积含水量 口
� � �� 一 �曲线

图 � 非饱和土的参数曲线 图 � ����一�曲线

�
�

� 骤升情况
�

初始条件采用上
、

下游水位均为 ���� 的平衡态
，
然后上游水位骤升至 ����

， △�起

步时取 ���
，
计算结果与赤井浩 ‘ 的试验结染 〔�〕 做了比较 �见图 ��

。

�习

一
一

�一

一
一‘ 一一一一一一�一一一�一

一
�

— �
�

弘� ���� �二 �

叙�‘、 。 。 、

�〔川 �

均质坝长方体模型水位骤升时自山水而数位解与砂模试脸比较 �第一断而
，

��

� 二 ��

﹄

一���
必
�

�图

马‘
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�‘��吸卜毛�，竺�飞��争

剐、考 李之 竺

�
�‘，

�

一 ��一

��’一打
卜

�撇篆里
� ��� �笼�� 一��矛 ��川

�
�

�

图 � 均质长方模型水位骤升后 �� ���

�第一断而
，
�二

��� �砚川

的等压线及等水头线分布
��

�
�

� 骤降情况
�

初始水位采用上
、

下游均为 ���� 的平衡态
，

然后下游水位骤降至 ����
， △�起步时

取 一��
，
��

‘

算结果与相应的试验结果 ��〕 做�比较 �见图 ��
。

二七之之
之之户�

、 ，�二
七飞 二二

�

一心诀之
一、

，，‘ 、
�

之之卜一 少“
‘ 含� 、 、 、 、

一下
“ ‘’

�
‘

、
“端

、

�火、

一
一

— 一�军争结 采

交
、

认 丈

巍
于一��

���﹄��
�
�

�
�卜

�
�

一
�

��

�
�‘， ���� 一�‘� ��川 艺��� �龟川

、
�

��

图 � 均质坝长方体校型水位骤降时 自山水面数优解与砂模型试验比较

�第二断 面
，
�� �

�

���

�
�

� 结果分析
�

山 �图 �� 一 �图 �� 可以看出
，

水位骤升时等压线呈四形曲线
，
水位骤降时呈凸形曲

线
。

两种情况下的计算结果与试验结果华本上一致
，

等压线的变化都反映出正常的规律性
。

当水位骤升时
，

上游侧等水头线密集
，
等压线恋曲 �图 ��

，

说明这一带水流变化急

剧
，

而随着时间的延长
，
等水头线分布较均匀

，

等压线呈近于平行的直线族 �图略�
，

即

水流已近于平稳的状态
。

当水位骤降时
，
下游侧等水头线密集

，

等压线弯曲 �图略 �
，
说明该处水流在急剧变
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化
，
同样

，
随着时间的延长

，
排水量也减少

，

并渐趋于稳定状态 �图路�
。

� 结语

本文通过以上对瞬态三维饱和—非饱和渗流问题的分析研究
，
得到以下结论

�

�
�

� 本文提出用高斯点有限元法求解饱和—非饱和三维瞬态渗流问题
，
对单元均按

高斯点处的压力值分别选取计算参数来计算单元对总刚度阵的贡献
，
从而很容易且较好地

解决了单元内部实际存在的由渗透参数不同引起的不均质问题
，

并解决了由于饱和区边界

条件突变引起的计算不稳定问题
，
为瞬态渗流问题的求解提供了一个简单实用的方法

。

�
�

� 本文将饱和区与非饱和区祸合在一起分析
，
使得复杂的 自由边界问题不再存在

，

并能对水位升降
、

降雨或蒸发等引起的三维不稳定渗流问题进行分析
。

�
�

� 本文的方法极易推广到各种具有与未知函数相关的变系数及边界不定问题的求

解
。

如溢流问题等
。
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