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大位移变形弹性理论的守恒律
’

牛众洲

�能裸
、

水利部中南劫洲设计院科研所
，

长沙�

摘
�

要 � 本文从大位移变形弹性理论的最小势能原理和余能驻值原理出发
，

分别

导出了大变形弹性体的一组守恒律和对偶守恒律
�

据此可定义断裂理论

中的守恒积分和它们的对偶形式
�

关键词 � 弹性理论
�

弹性体
�

变形

中国图书分类号 � 。���
·

�

���� 年
，

������� 概括了力学研究中潜在的不变性
、

对称性规律
，

得到了著名的

�������定理
〔 ’〕 �

����年 �������和 ��������� 〔�〕 发展�弹性体的一组守恒律
，

他们用

������
�定理论证了对于非线性弹性的三维大变形体

，

存在七个与路径无关的积分
�

从而

揭示了 ���� 〔 ’ 〕 的 �积分本质上是弹性体的一种守恒律
�

����年 �������� 闭 建立了线弹

性动力学的六个守恒律
，

并研究了这组守恒律的完全性
�

����年 ��� 〔�〕 讨论了用余能密

度表示的对偶 �积分
，

等等
�

但他们大多是利用 �������定理来得到上述守恒律的
�

而且

基于余能密度的对偶 �积分仍然局限于小位移变形的范畴
�

本文直接从众所熟悉的弹性理

论的最小势能原理和余能驻值原理 卿 出发
，

利用空间坐标系的平移
，

得到了三维大变形

弹性体的守恒律 �三个�和对偶守恒律 �三个�
�

特别是三维大变形弹性体的对偶守恒

律
，

还是第一次得到
�

本文和文 〔�一， 的工作不仅拓展了变分原理的应用范围
，

而且赋与守恒积分以一种直

接的物理解释
�

� 基于最小势能原理的大变形弹性体的守恒律

在以下的研究中
，

采用 �������� 坐标
，

在大位移变形条件下
，

弹性体的基本方程

为�

几何关系
·。 一

圣
��

。�� � 。 � � 。 � 、 �

�� 在
·
内

���

�
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。

在�一 �
�

上

位移边界条件�

� 。 一 五。 在�一 �
�

上

设在状态 � 用笛卡尔直角坐标
‘ 。
标定各点

·

而在与状态

与、 ，
平行的笛卡尔直角坐标�

�
标定各点

，

且�

�

一 �一� 占��

血 �
为无穷小量

�

则状态 �的势能泛函为�

���

���

���
�无限接近的状态�

，

用

���

�
� 一�

，
��“

��
一 ���

���
，一丁

��

石
。�

了�� ���

状态�的势能泛函为�

�
。 一丁

�

��‘ 。�一 �。� 。
��卜丁

�，
石
。� 。�� ���

考虑到式���
，

略去高阶微量
，

显然有�

� 。
休

，�一 �

了�
���一 � �

详
��一 �
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，�一

��
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式���和���相减
，

有�

△�一��
， 一��

， 一�
�

���‘ 。�一 ���二�
一 �‘

��
，
一 �

����
，

一了
�，石。�� ，一 �

了���

注意到略去高阶微量
，

有�

����

��与�一 ���
�一典�。 。 ‘、�� ，��

刁名
�

� � ， 、

子‘ �。气� 一�
。 、

—
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因此
，

略加整理得�
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�

碧
。 。 。 一 �。‘ � ，，��一了

�
�

石
，‘ � ���

子石
� ，
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一 汀 �粤 五
一 ， ，� ” 口笼

�

�，�争 ‘ 、
�

幼 �

一 ” 。

衬冷
一几

，

万
�
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引人九何关系式�

所以�
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圣
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渝
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洽
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管
“

一
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管
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，
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，
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杀
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。

共
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�石
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考虑到�二 �
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。 ，
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�

上
，

如
、 二 �� 所以�
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， 。

�
�
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沙云
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因此
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奴
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五气怂�，�

注意到式����△�在状态 �
、

��无限接近时即是占�
，

由最小势能原理
，

问题的精确解应

使�

占�� � ����

所以式����右端等于零
·

且注意到变分血
�，

叔
，
是独立的

，

因此得到 �

平衡方程�

阵
�。 ‘ 一 ����一�� �� 一 “
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在�内

应力边界条件�

丛 砧
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砌��
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以及在
� 。
坐标系下 ‘ 问题的精确解必须满足的守恒积分方程�
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‘阵 玉‘ � 一， 。 � 子�
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砚护 ‘ 一 �

” ��云
， ， 一 � �

一 �
�

— 拟� 一 龟 �
����

一 ’
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�

日�
、

�一乙��二 �
�� �

��赴

去掉上角标
‘ 。 ， ，

易知间题的实质不变
，

式����可重写为�

丁醉 玉
一 �

一 � �三
，

子�
。

移 皿

日� ， � 日�
�

��上记丁 一 【 二泛二 �占二 � 让
�

��
‘

一三
‘ �一
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’ 。 即

’ ，子� �
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上式即是大位移变形弹性理论的守恒律
，

当，��别取�
，
�

，
�时

，

它实际上代表三个守恒积

分方程
�

在小位移变形时
，

略去占。 十 ���中的��尸 式����即成为小位移变形弹性理论的守恒

「阵 五
一 �

兰祖� 一 � 丛
�

�

竺�� 一 。
’ �

讹
�� �� � �

奴一
‘ ，一
韶��
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� 基于余能驻值原理的对偶守恒律

大位移变形的最小势能原理是众所周知的
�

但有关的余能原理却一直未得到解决
�

本

文采用大位移弹性理论的余能驻值原理 ��� 来推导大变形弹性体的对偶守恒律
。

与上节雷同之处将不再赘述
�

状态 �的余能泛函数为
�

�
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之
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在上式的最后略去了高阶微量
，

再由几何关系式���
，

所以�
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�
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当状态 � ��无限接近时
·

式����的△��即占�
� ·

由余能驻值原理
，

问题的精确解应

使�

占�
�

� �
‘ 二 �

����
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此时式����的右端应等于零
·

因为�，· “ 。满足平衡方程�

狂占幻 � �幻孙 。��� �� 二 �

所以有
�

占汇体劫 � �幼�口���决一 � 在
�内

面在边界�
，
上

，

满足外力已知条件
�

一

份。必。 � “ 幼�甄 一凡

所以�

占��占材 � �幼卜��孙�一 � 在�
，
上

并考虑到变分叔
，
是独立的

，

所以由式����有�

�� 一 百， 在�
。
上

和在� 。
坐标系下问题的精确解应满足的守恒积分方程�

‘
�

一肴
��‘ 一 ”一 。 ，。 。 ” ‘

， � 分 � � � � 。 � � ，。 � 、

一 ��
� “ ‘�，

可
�‘� “ � ” “ ，叮 “ ” 。 一 ” “ ‘ ，

上式中去掉了上角标
‘ 。 ， ，

但易知问题的实质不变
。

式����即是与式����对偶的大位移变形弹性理论的守恒律
，

当份别取�
，
�

，
�时

，

它

实际上也代表三个守恒积分方程
。

同理可得小位移变形弹性理论的对偶守恒律�

�
�

厂二二 �，一 �
�

�声刁� �

� ��
刁� �

吐�� ����

� 守恒律在定义守恒积分中的应用

由式����的守恒律和式����的对偶守恒律
，

可以定义断裂理论中的三维守恒积分和对

偶守恒积分
，

这是固体力学守恒律的一个最直接的应用
�

为了方便仅讨论二维问题
。

大变形弹性断裂缝体的二维守恒积分可定义为
�

‘�
尝黔

一 �玉

黔
，‘ �一 ‘·
洽

“ 、 诬

一户一瓷
��

����

上式中假定裂缝沿 �，
轴方向

。

且 �是这样定义的
� 除与裂缝面的交点外

，

其上的点都属

于物体所在区域 �
，

并且包围了裂缝体的裂缝前缘
�

我们应注意到
，

在 �
、

�节的推导中
，

所讨论的物体
，

其上各点和内部各点都属于被

研究物体所占的空间区域
，

且都不是裂缝体应力场或应变场的奇异点
，

因此式����和����

中的空间区域
�
是被表面光滑或分片光滑的封闭曲面 �所包田的

，

而 �� ����
�，

对二维

问题亦然二
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因此
，

利用守恒积分方程式����的二维形式易证
�

式����定义的积分是与所取路径无

关的 ��� ’ ，
��

�

在小变形弹性理论中
，

式����成为�

�一 「醉 玉
一 �

�

兰邵
一 「竺

， ��￡��

�

� —�砂� �� ����

在忽略体力时
，

上式即是 ���� 〔�〕 的 �积分
�

大变形二维弹性体的对偶守恒积分可定义为�

，
一 ‘�一肴

「“ 助 � · 。 ” ”�，一丁
· “ 五一
肴

�“ · �
一，一�，‘ � ‘，‘，

上式的定义同式����
，

利用守恒积分方程式����易证式����是与路径无关的积分
�

在小变形弹性理论中
，

对偶守恒积分为�

�叮二
「 �� ， ‘ ， 「

、

一 、 � 二—
�西 — �

�丁 二

五
�

�
�

一一卫
�

��
� ��� �

����

上式就是 �山 〔 ” 讨论的对偶积分
�

至此
，

我们简单讨论了守恒律和对偶守恒律在定义二维守恒积分中的应用
�

至于他们

在固体力学中的其他应用
，

尚有待于作进一步的研究
�

月 奋士
， 二� 语

�
�

� 本文从大变形弹性理论的变分原理出发
，

导出了大变形问题的守恒律和对偶守恒

律
�

�
�

� 固体力学中守恒律和对偶守恒律的一个直接应用即是定义断裂理论中的守恒积分

和对偶守恒积分
。

�
�

� 本文的工作还表明
，

从熟知的固体力学的各种变分原理可以导出相应的守恒律
，

从而可定义各种守恒积分
�
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