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可靠性方程的解
‘

陈国勋 倒家杰

�郑州大学计算机系� �郑州工学院数理系�

摘 要 � 本文通过对方程组���的讨论
，

得到如下两个结果
� ����

�一，是可靠性矩阵� ����从

点 �到点�的可靠性等于 � 关于 �工�� 的余子式依算子�与�的展开式
�

这种计

算可靠性的方法显然比���中的迭代法优越
，

且更便于在计算机上进行计算
�

关键词 � 通信系统
，

故障
�

可靠性

� 问题的提出

一个当前的或计划的通信系统的可靠性确定的问题已在工程上及统计学
、

运筹学的文

献中受到注意 〔 ” �

例如
，

当构成某通信系统的对象发生故障时
，

由一个已知信息源发出

一条信息到达其日标的概率估计具有重要意义
，

受到人们关注
。

设 � ���
，

��是一顶点集为 �
、

边集为 � 的有向图
。

顶点无故障
，

而边故障相互独

立
，

边 。 的可靠性 �即边 �功能的概率�记为 ��
，

顶点 �与 �分别指定为 � 的源与汇
，

从 �到 �的可靠性 �即在 � 中有一条由 �到 �的功能路的概率�记为 �贰��
�

我们的兴

趣在于从源 �到 �的可靠性 �“ ��的计算
。

对每条边 �呀�伴以一 变员
��，

则关于 �与 �的可靠性多项式 ���������
。
��

�，

一
，

动 是 ��， 一
， � 。

的一 个这样的多项式
，

当用边 �的可靠性 ��代替变量
��时 �� � �

，

�
，

一
，

��
，

则所得之值就是由 �到 �的一条功能路的概率
。

这可靠性多项式可以用定义

在多项式集 �土的两个算子�与�简明地表示出来
。
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表示一 单项
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。
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· ，

� 。

皂 ��·
�� 。， ��，全
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，

一
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�

对于多项式 联�与

。 、、 �
，

���������垒 �����。���一�，����。 ����
。

假定 �
、 、
是 � 中由 �到 �的简

一

单通路集
，

定义路 �的位 ����为关于沿这条路的边变

� ‘�交稿��期
� ����

�

��
�
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量之�积

����� � � ，

于是
，

可靠性多项式�
��

保�可表示为
�

�，
���一 � ����

，‘ �嘴

以 ��代替对应之变量
��

得到 �
��

���
�

有许多方法用来讨论关于在满足适当性质的一般代数结构 ��
，

�
，

��上的多项式

�·

闰一
�的的计算问题 ‘见夕，

， 「��’ ，

这些方法都可以归结为方程组 �

�一 �������� ���

的求解
�

其中 � � ��夕 是关于 � 的邻接矩阵
，

和���不同的是这里规定
� 当 �任���

，

刀

时
，
���� ��〔 ��，

��， ��特�
，

否则
，
���二 。 ��铸��

，

且 ��，二 � ����中规定 �。 � 。 ，

似乎不

太自然
，

也不便于计算�� �� 表示第 �单位行向量� � 表示未知向量� 矩阵之间的�运算

和通常矩阵乘法运算类似
，

只不过将
“ �

’

改为
“

�
’ ，

将
‘ � ”

改为
“

�
” �

方程组���的一个 �极值�解 ��就是从源 �到点 �的可靠性多项式
，

即 俏 〔 �，
��� �

�
抓��

·

于是
，

只要求出方程组���的解
，

即可得到从源 �到汇 �的可靠性多项式

凡
�

以���
�，

进而求得可靠性 ������
�

并且我们还同时得到从 �到任一点 �呀� 的可靠

性
�

问题的关键是方程组���应如何求解
�

为此
，

我们先讨论有关算子�和�的一些性

质
�

� 算子�和�的运算性质

设 单 项 �一
�

�
， �

�
�…�

�
， ，

�� 一 �

�
� �

�
� … �

�
� ， ��， �

，〔 于�
， ，�

， �。 ‘ ��
， ‘一

��� �
，
�

， … ， ��
�

并且规定
� ���
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，
���
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由算子�和�之规定
，

以上诸性质显然成立
�
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事实上
，
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类似地可以证明以下两条性质 �

性质 �� ��
�

������
�� �������丫�

性质 �� ��
�

��
����

�� ��
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�了������丫�

这里规定� ��
·
� �����

·

全
、

�
·

��
·
� � “ ��

性质 ��� 设 � 为有向图 � 的邻接矩阵
，

� 一 �� ，��
，

�
�

全 � � 一 ，��

�尹全 ����
一 ”

��
，�， �

‘

之��黔
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，
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�…��

�� 一 ��

试
� � �
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二 ���

�
�…�� “ 一 ’

�� � � � ，

户�气
△一一证明 � �罗
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一

其中� � 一
全 �� �� ，

��长
，�，
�…�� �一

，��

因为
，
�
，
�，，

�一 �
。 � �，

�。 仁
，
�

， … ， �卜 所以它们中至少有两个相同
·

当‘一 �时
，
�穿

，一 �犷
，一 ‘ �

下边考虑‘， �时的三种
」

清形
·

为方便计
，

我们约定� 若�
‘

��
“ 一 � ” ，

则记�
“ ‘ � “

① 当�一 �
�

时�

� 一 � �� ，
�� � ，� �

�
’ “ �� � �� ，� �

�� � ��一 ，
� ” ’

�� �一
��

一 � ‘ �

�� � ��� �一��
� �� ���

��叹
、 �

�
’ ‘ ’

�� �一
��

生 � 试
�十 �

�
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，
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� ” ’
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③ 当�
，

�

一 �
�

时
，

�宫簇 �� 。 眨 ��

� ���

�

�筑

，
�

‘ ’ ‘

�� �卜 ，‘ ，

�� � ‘ � ，、 �

� ” ’

�� 、 ���。 � � 。
� ” �� � 。 � ，�

� ” ·

�� ��
��
�� ，

�� � ，� ，， ，
�

‘ “ ’

�� �
、� ， ，

�
” ” �� � 。 一 ��

三 � 试 ，
�

� ” �� �，� �� 二

�� � ���� �

�
。 ” �� � 二 一 二�

综合���
、

���
、

���可得 �

�
罗

‘ � 。�
��罗��二

�
霎
一 ”

故
� ���

’
�…�� “ 一 ’

��
“
一 ���

’
�

。
二��

“ 一 ‘

� 关于方程组���的解

由性质 �� 可以证明�

定理 ，� � �
“
是可靠性矩阵

，

即它的第 �行第 �列元素是从点 �出发至点 �的可靠住

多项式
，

定理 �� 方程组�
�

��有解

�一 � ��
�

��
’

� �之�
�� �

�
·

� � �
� �

其中 � �
丁

三 �
，
�为

一

零位�年
。

证明
� 把���代人���的右边得�

〔����
� 。

一 于沁
，

���
，
������

。
��

’

心…。 ���
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“ 一 ’
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一 �����
’
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一 � ��
，
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’

�
面� �

� �

‘ � �凳� 一 ��
。��

。 、 。 ， � � �
，

�
�

一 �
，

� �心
，

姆 则� 任 �
’ 三 � 任 �

” 一 �。

�
� 二 � “ ‘ ”�且仅当

��

绪
，三 � �� ‘ 、� �
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，，
戈
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，
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， …
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仁� �才
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一 �� 。，��
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。 �� ����…���� 。��� ���…��� 。。 �� 材�

一 �川
，，�川 ，����椒

‘��� �，
��…�� ‘��…��� ���

。 ，�

卫 ， ，，
故有 � 三 �

�

使用数学归纳法可得 �

� 任 �
� 任 �

� ‘ … ‘ �
” 一 里

由性质��及定理�和定理�容易得到 �

定理�� �
“ 一
��是可靠性矩阵

�

定理�� 方程组���有解

� 一 � �

���
�

��
� 一 ’
�

� ��

��卜
，

后一等式的成立是因为
� 。

�气��
‘ 一 ’
�一 。 ，

� 《� ’
��一

’
�一 气��一

’

定理 �还可进一步改进
�

定理 �� 方程组���的解中��恰是 � 的第 �行第 �列的元素��
，
��的余子式依照�与�

的展式
�

�片��

这里所说的余子式与行列式的某元素的余子式概念类似
，

只不过展开时要把乘积换为

�
，

把 �代数�和换为�
。

证明略
�

推论 � 从点 �到点 �的可靠性多项式等于 � 的第 �行第 �列元素住 ��的余子式依照�

与�的展开式
�

例� 标准桥网络如右图

凡为对应边的可靠性
�

此时 �

� � ， � � �
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，���仁����

�
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于是求得�

�一
� �

�

� ���
� �� � ‘� �� 一 � �

��
� ，� � ��

�� ，� �����
� ��� ����

‘ ，� � �� � ，
����

�� � �� � 。�

利用�的定义可得下表 �

������� �
�� �取 �、 一 ����

����������

����� ��� ���

��� ��� � 一 � � �� ‘ 一 � 一� �� 。。 � ���

�������十 � 一 ���

������ � � � � 一�� 一 � ������� � ���

������� � � 一 ���

����� � ��，一 � ���� 一� ‘ � � 一���一� ，� ‘‘ ��� � ��，一 ��
‘ � ��，，

����� � ��一� ‘ 一 ���一�，� ‘ � � ��

一
� 一����� ，，，

����� ���，� ， 一 � 一� 、 � 一� ，一 � �� ，� 、 � ， � � ，� ��飞�一� ，，，

� 关于��
，
吐之余子式是 �

…
其展开式为 �

它恰是�
�·

�

�

�

�� ，� � ，�� ，
���

� �� � �� � ����
� �
� � ，

���
� ，
� � ��

�气气���气
，八宜��

�关于��
，
��
�的余子式是 �

其展开式为
�

���
�

�
� 。�

，

它恰好是上面 � ’ 中的元素 。 姿
式

�

即是从 ��到 �的可靠性多项
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