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�机械工程系�

摘 要 � 本方案完全采用画法几何学的方法
，

建立 了平面
‘

分区
’

的理论� 找出了平面 内不

同区间的直线所遵循的普遍规律
，

并建立 了相应的通用数学模型
�

以此模型为墓

础
，

推广到用于解决一切空间角度的自动计算问题
�

通过对大量空间角度的自动

计算和 自动绘图检验
，

证明了方案具有简便
、

精确和通用的特点
�

解决了当前无

法系统利用计算机自动求解空间角度的困难
，

为工程实际中计算复杂的空间角度

提供 了方便
�

关键词 � 空间角度
，

走向
，

亲似对应

空间角度问题是直线
、

平面间相关的一个度量问题
，

又是一个彼此间的定位问题
。

在

天文
、

航海
、

晶体学科
，

尤其是机械工程中有着广泛的应用
。

虽然一切三维空间的角度确

定都可转化为二维的平面角来求解
，

但因空间关系复杂
，

变化繁纷
，

建立通用的数学模型

十分困难
，

从而阻碍了计算机在这一领域中的应用
。

尽管画法几何学是解决空间间题的最佳方法
，

因其图解精度低 �只能用手工绘图�
，

而图算结合的计算方法又很繁琐
，

所以近几年来
，

国内外同行纷纷用画法几何学以外的方

法
，

如空间解析几何
、

球面三角
、

极射赤平投影法等去寻求简便
、

准确的答案
。

但迄今为

止
，

还没有一种方法可以系统利用计算机去解决问题
，

所得结果均不理想
�

笔者曾于 ���� 年在本刊发表了 《 平面内直线位置的规律性》 一文
，

就能否利用画法

几何学的方法解决这一难题
，

进行了探索
。

因限于当时的条件和水平
，

文中只能予见到平

面内直线位置变化的趋势及估计的变化曲线特点
。

近几年来
，

经过计算机的计算和 自动绘

图机的绘图验证
，

完全证实了当初的设想
，

并展现了极为丰富的内涵
。

从而导致了建立完

善的求解一切空间角度的数学模型群
，

且已反复经过计算机运行通过
。

初步奠定了系统地

运用计算机 自动求解空间角度的基础
。

现将通用几何模型和函数关系式建立的总构思作系统介绍
。

关于通用数学模型
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�
�

� 预备知识

具有同一方位参数的直线和平面
，

在空间可能占据四个不同的位置
，

例如用直线
、

平

面相对参考系的倾角来表示其空间方位时
，

就是这样
�

我们用
“

走向
”

来区分它们的位置特

点
�

关于各种位置
“

走向
”

的命名
，

可参看「��
、

���
。

为了便于讨论问题
，

列出表 �
，

备文中

及今后讨论时使用
。

表中
“

各走向间关系
”

一栏
，

系指两相关几何元素间的关系
，

如两条完

全型上行线之间属
“

同型同向
”

关系
�

等等
�

表 �

序序号号 走向向 直 线线 平 面面 各走向间关系系

�����
�已护护 �

，， ·

玲
。。 同同 同同 反反 反反

�����口口 ·

什
。。 ，砂 甘甘

型型 型型 型型 型型

全全全全
心心心

同同 反反 反反 同同
型型型型型型 向向 向向 向向 向向
上上上上上上上上 ��� ���

行行行行行行行行
，， ���

����������������������������������������������������������������������������������������������������������� 一

丁
、 ���

���

����� 完完完 ����

同同同 间间 间间

全全全全全 ·

升
。。 型型型

�

或或 或或

型型型型型 �习习 同同同 �
���

���

下下下下下下 向向向 ，， ，，

行行行行行行行行 ��� ���

间间间间间间间间间间间间间间间间间间间间间间间间间间间间间间间间间间间间间间间间 间间

����� 不不不 同同 同同同同
�����亡矛矛矛

型型 型型型型�����七七七 同同
一

反反反反
全全全全全 向向 相相相相
型型型型型型型型型
上上上上上上上上上
行行行行行行行行行

����� 不不
�， ，，

厂厂
�

，， �

�
���� 同同同同同

‘‘‘ 竺护护护 碑、、 ， �
，

产 八八 行行行行行夕夕夕口口口口口口口口口口口口口口口口口口口口 同同同同同
全全全全 …

‘

又又�
����������������������������������������������������� 向向向向向

型型型型型型 一、

�
””””””

下下下下下下下下下下下
行行行行行行行行行行行

�
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�
�

� 函数关系式的建立

�
�

�
�

� 一切空间角度问题均可归结为平面角
，

故我们从讨论平面内直线的位置特点

人手
，

加以分析
。

平面内可以作出无穷多条直线
，

从表面上看
，

这些直线的走向是杂乱无章的
�

经过微

观分析发现
，

它们的走向是有规律的
，

这个规律与直线在平面内所处的区间有关
。

平面可被面内侧平
、

水平及正平线划分为三个区间
�

在同一区间内的直线具有相同的
走向和遵循相同的函数关系 ‘�， · 尹 ，

这一平面分区的原理
，

是建立通用数学模型的重要基础
�

它为我们找到平面内直线位

置的分布规律
，

提供了几何依据
。

�
�

�
�

� 各区间函数关系式的推导

对于四个不同走向的平面
，

其处在同一区间内的直线的走向也不同
，

详见〔��
，

但它

们有一个共性
，

即� 遵掀和同函数关系的制约
�

现以处在平面内第 �区间的直线为例
，

讨论直线的投影角和平面的迹线角间函数关系

的推导过程
。

设已知平面 �及面内直线 �� �参看图 ，� �

���
‘

杭全型 上，、面 ���不完全兀随上行面

���完全两隧卜行面 ���不完全型下行面

图 � 各走向平面内第 �区间的直线位置特点
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�一平面 �的 � 面迹线角�

�一平面 �的 � 面迹线角�

�一平面 �的 � 面迹线角 �图中未显示��

殉一直线 �� 的 � 面投影角�

内一直线 �� 的 � 面投影角�

��
一直线 �� 的� 面投影角 �图中未显示�

。

图 �中���一���各图显示了四个不同走向平面内处在第 �区中的直线位置特点
�

由任

一个图可得到如下的关系 �

��口
�

�
�

�
‘

��� ��
，

���

���
�一，

�一
�

匕

﹄�吠一�

一一

�一产�一
︸月︸

�一
月

�以一决声

、记一
，

��一�

��
‘ ·

���
� � �

�

�
‘ ·

��� ”

根据分比定律 �

��口
。 一 ��� �

�

�
‘
一 ��

‘

��� ��
，

又 � ��
， ·

��“ ， � �
� � ’

��� ”

将���式代人���式得 �

��刀
� 一 ���

���
� ��“ � 八��

整理上式得 �

���
·
��� 一 ���

·
��口

。 一 ���
·
��“ 、

���

���式为直线投影角与平面迹线角间的基本函数关系式
�

当已知平面
，

���式表示了平面内处在第 工区间的直线两投影角间的函数关系�

当已知直线 �� 的两投影角
，

则���式表示了过已知直线所作平面的两迹线角间的函

数关系
。

同理
，

还可推出另两个区间内的函数关系式 �

对于第 �区有 �

���
·
��� 一 ���

’
��口

。 � ���
·
��“ ，

���

对于第���区则有 �

�
�

�
。

�

���
·
��� 一 ���

·
��� ， 一 ���

’
��口

�

派生关系式的系列

���

由上述基本关系式可导出一系列派生关系式
。

用于解决各种空间角度的计算和图解问

现举几例� �以式���为基础�
�

①直线对投影面的倾角 �
、

��� 一 ��� 、 ·
���口

�

口的求解 �

���口
� ����

���
一 ���口

��

��刀二 ��口
、 ’

���“ 、 � �������“
、 �

���以 二

一一一里
一 、

���
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厅 厂方对朴 形面的倾角
� �

、

口
�
的求解 �

���
����

，

户 �拟
’

砚线 州 了
，

��立
、 �

���

����

爹面为等倾角的直线的求解 �

�� 二 刀� 的特点
，

可得 �

��口� 一
���

�
���

��� 一 ���

�
。

� 扩卞关示图象的动态显示和图解

粉探二述的基本关系式
，

可通过

计算机处理
，

在屏幕或 自动绘图机上

形象地显示其变化态势的图象
，

如图

�
。

图中任一投影曲线上的任一个点

代表了面内一条直线的两个投影角
。

曲线直观地描绘了平面内所有直线任

意两个投影角间的函数关系
。

这些图象还可用来图解求出复杂

的空间角度问题
，

如图 �
、

�
。

� 数学模型的功能

利用本方案所建立的数学模型
，

几乎可解决所有的空间角度问题
，

现

摘其主要的功能罗列如 下
�

气气气
户户户
图 � 面内线三投影角间函数关系曲线�兰投影�

①平面内任意直线三投影角
、

三倾角间的函数关系曲线的 自动描绘
，

如图 ��

②平面内取线作图的自动求解�

③平面对投影面倾角的自动求解�

④过已知直线所作任意平面三迹线角
、

三倾角间函数关系曲线的自动描绘�

⑤平面成亲似对应的两投影间一对主方向的自动定量和图解
，

如图 ��

⑥平面成亲似对应的两投影间一对合同方向的 自动定量和图解�

⑦ 已知两平面交线及夹角的 自动求解
，

如图 ��

⑧ 已知两直线所定平面迹线角的自动求解�

⑨任意 已知两直线夹角的自动求解�

⑩一般位置角度反映实形的自动定位
，

等等
�

上述功能均经 自动计算和 自动绘图检验
�
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� 应用实例

为了说明方案的通用性和正确性
，

现举两例
，

分别从 自动计算和 自动图解两方面加以

印证
。

�
。

�

�
。

�

自动求解两平面交线的分析

� 解析定量关系式

①参与相交的两平面
，

依它们各 自走向的不同
，

彼此间可能有四种不同的相对位置关

、

同型同向�

、

反型反向�

��
、

同型反向�

��
、

反型同向
，

参看图 �
�

����

②交线只有一条
，

应同时属于甲 ���
、

乙 ��� 两平面
�

交线相对每一个平面
，

属

于一个确定的区间
。

设 �
、

�两平面的交线对于 �平面属于 工区
，

对 �平面属于��� 区
，

则根据基本关系

式可得 �

���
� ’

���
。 一 ���，。

·
���

。 一 ���
。 ， ·

��� 。
���

���
， ‘

���
。 一 ���

�， ’
���

， 一 ���阳
‘
���

，
���

两式中平面的迹线角 �
。 、

��
、

�
�、

�，
为已知� 见�

、

站
� 为 �

、

�两平面交线的投影

角
，

为未知数
�

求���
、

���两联立方程的解
，

���
� ·

���
可得出�

���
�� �

���阳 一

�

����
。 � �

���
， ·

���厂
���

� ’ ���
正��一一�盯

。 ‘
��� 。

����
。 � ���

�

�
·

堪� � 一 ���
， ’

��� �

该关系式的建立和应用
，

���

上述两式为求解两平面交线的关系式
�

等方法简便得多
�

远比用空间解析几何

�
�

�
�

� 动态显示和图解

两平面交线除可用上述关系式计算定量外
，

还可通过 自动绘图图解求出
�

但这里所讨

论的图解方法不是采用投影图
，

故与传统的方法完全不同
，

其依据原理是利用轨迹扫描
，

交轨法找出交线的三投影角或三倾角
�

其原理是 �

①交线同时属于两平面
，

它应分别遵循甲
、

乙两平面内任意直线三投影角间的规律关

系
。

②分别画出甲
、

乙两平面内任意直线三投影角间的函数关系曲线
，

则两曲线对应交点

即为所求交线的投影角值�

③两条曲线一般有四个交点
，

可应用统计的方法
，

进行自动检索
，

确定所要的答案
�

图 �为求两平面交线投影角的图解过程
，

实线代表甲 ���平面
、

虚线代表乙 ���

平面
�
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如果将由���
、

���两式所计算的结果画人图 �中
，

则与对应曲线段的交点完全吻合

�如图中各投影内曲线对应交点间的连线 对了
产，

是由计算结果画人的�
，

这就相互验证了

彼此的正确性
�

还可用传统的在投影图中求解交线的投影角的方法
，

如图 �
，

从第三方面进行检脸
，

所得结果也完全一致
�

表 �内的数据 人
�

、

�胆 系由计算所得交线的投影角
�

可以看出
，

其精度是相当高

的
，

这是任何其它方法所无法比拟的
�

袋髯� ，， 、

终
，

一“

图 � 两平面交线投影角的图解 图 � 利用投影图求解两平面交线

表 � 两平面交线投影角计算数据

���
， ‘ ��� 。。

�� ������ ��� � ���
�

����
���

��� ， � ���
。。

�� ���。。 �脚 二 ��
·

��，一一

��� ， � ��
·

���
。。

�� � ��
·

����
。。

口二 ���
�

���� 。。

注� ��一交线 � 投影 �’ �，与 。 �轴之夹角
，

逆时针计大小�

�口“ �交线 � 投影 �� 与 �� 轴之夹角
，

顺时针计大小�

�一两平面之夹角二

�
�

� 自动求解平面成亲似对应的两投影间的一对主方向的分析

迄今为止
，

主方向投影角的求解
，

只能用综合法 �完全不用数的概念�靠直尺圆规手

工绘图进行
，

其结果可想而知
�

如果使用笔者所确立的数学模型
，

则完全可用代数的方法
，

准确进行定量
，

大大提高

其精确度和实用价值
。

�
�

�
�

� 解析定量关系式

也是根据平面内直线
“

分区
”

的原理导出的�
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①主方向系指平面内两投影同时垂直的
“

直线对
”

所表示的方向

影角间具有
�

以 �� � 仪 �� � ��
”

和 刀
�，� 口

�� 一 ��
。

② 由定义
，

一对主方向应分别处在平面内的 工
、

���两区内
�

对于 �区内的主方向
，

有 �

���
·
��� 一 ���

·
��刀

�，一 ���
’
��“ �，

而对于���区内的主方向则有 �

山
，

据此
，

它们的投

����

����

、��尹、、，户，��
�������了、了砚

���
·
��� 一 ���

·
��“ �� 一 ���

’
��口

��

由����一����式可导出以下函数关系�

设 � ��� 二 �
，

��� 二 �

则有 �

�
�

�， �

��，� 、 ，，

� ��
’ � � ， ·

�， 一 �，
�

·
���

、 ，，

一 �
·
�， 一 。 ����

显然����式为一个以��� �，
为变量的一元二次方程

。

从中可解出 ���， 其余未知数随之

得解
。

����式可以看作是求解主方向的基本关系式
�

这个关系式的导出
，

是建立在平面内直

线
“

分区
”

原理的基础上的
�

�
�

�
�

� 主方向的动态显示和图解

和 自动求解两平面的交线的道理一样
， �

主方向也可通过计算机显示和绘制曲线图解求

出
。

现根据它的特点补充说明如下 �

①分别画出平面内任意直线三投影角间的函数关系曲线 �图 �中的实线�和与之互余

的曲线 �图 �中的虚线�
。

②两条曲线在 工
、

���区段上的两个交点
，

即为图解的结果
。

③如果将由����一����式所求得的结果画人图 �中
，

则与两曲线的交点完全吻合
，

见

图中的 �，、

��等
�

④用综合法求得的主方向也与计算
、

自动图解的结果一致
，

如图 �
。

表 � 主方向投影角计算数据

��� � ��
��� �

��� � ���
�

���。。 �
，�， � ��一��

。。

��� � ��
。。

�州一 ��
�

�����
。。

�脚� � ���
�

�����
。。

又又二 �
�

�������� �魂一 ��
�

�����
。。 �二�� � ��刀��一�

。。

注
�

十一仿射比
�

��，、

���’’
·

一主方向的投影角
�
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图 � 主方向投影角的图解

� 结束语

自动计算空间角度只有应用计算机才能实现
，

而系统利用计算机完成这一任务的关键

是建立通用的数学模型
�

由于一切空间角度的求解均可转化为平面内的角度来进行
。

故归根结底是解决平面内

直线的相关角度问题
�

文中通过建立平面内直线
“

分区
”

的理论
，

找出了确定数学模型的几

何依据
，

为导出通用的数学模型打下了基础
�

文中利用分区规律性的原理
，

举例说明了建立求解各种复杂角度��算的解析关系式的

方法
�

这些关系式有的是其它任何方法都无法导出的 �如求主方向�� 有的则是远比本方

案要繁琐
�

所以方案本身具有通用
、

简便和精确的特点
。

据此所编制成的软件
，

将大大便

利于生产和设计中使用
。

参 考 文 献

孙伯鲁
�

平面内直线位置的规律性
�

郑州工学院学报
，

����
，

����� ��

��币
�

切特维各新
�

射影几何学
�

高等教育出版社
，
����

孙伯鲁
�

线面相关角度计算机辅助求解
�

中国工程学学会����年学术会宣读论文集
，

���
，

�下册�

‘声�、�产、��
�，‘飞︺

尹�、尹
�

‘产�、



�� 郑 州 工 学 院 学 报 ����年

������ ������� ����� ��������� ����������� ������

��� ����

��������
�� ��������� �������������

�阮汀���� �� ���������� ����� ��� ������ �������������� ���

�����
，

�� ���� ������，
��� ������

�� ����� �����‘ ������ �� ��� ��
�

��� ��件
� ����� ��� ��� ������� ��� ����� ����

� �� ����允���� �

既
�

�� ��� ���� ����� �
���

， ��� ����
， ����������� 多

������������
���� ���

����������
�

����� �� ����

�����
，
�� �� 参������� �� ��������� ����������� ��������� �������� ����� ����】���

�

�� ������ ����

�������� ��一������� ��� ������������ �� ��������� �����
‘

������� �� ���� ������ ������� ������，

��� 留���� ������ �� ���� ��� �����代 ��������
，

����������
，
�比������ ��� �������

�

�������� ���

�湘
����� ������ ��� �������� ����� ����� �������� �� ����� �������� ���������� �� �������

，

���
�
���伟

����������� �� ���������� �������� ����� ������ �� �����������
�

������山鱿 �����灿���
，

�
������司�������

，
������������� ����

��
������������


