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特解边界元法及其在若干问题

中的应用
’
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本文提出一种处理边界元域内积分项的普通方法
，

使得该门题在刊用其对应齐次

方程的墓本解的墓础上
，

将域内积分化为边界积分来处理
，

节省 了工作星
�

实例

计算表明
�

该方法的精度满足要求
。

特解边界元
，

位势
，

自重
，

自由振动
，

瞬态反应

边界单元法作为一种有效的数值解法
，

在工程的许多方面得到了厂泛的应用
，

而且在

某些方面相当成熟
。

但是
，

由于工程问题的复杂性
，

所对应的数学模型也相当复杂
。

为了

解决这个问题
，

从边界元法本身来说
，

其困难主要在于寻找该问题对应的基本解问题上
。

寻找问题的基本解是一个严峻的数学问题
，

有时无法求得问题的基本解
，

有时所求得的基

本解形式极为复杂
，

给程序设计及处埋奇异积分带来较大的困难
。

因此
，

就工程实际而

言
，

能在原有基本解的基础上
，

对间题做一些近似处理
，

最终得到满足精度要求的计算结

果来
，

将具有较大的意义
。

然而
，

这个设想能否实现呢� 这正是本文要解决的具体问题
。

、、少、�声护，且，‘�了、了�飞

� 方法基本原理

设某问题满足微分方程
�
��

� �
�� �一 �

对应的齐次方程
� ��� ��一 �

式中� �一线性微分算子
，

对不同的问题具有不同的表现形式
。

��一微分方程的特征参里农示符
，

可以是位移或速度势等
。

��一非齐次项
，

可以是常数项或函数表达式
。

假设求得满足方程���的解为
�
犷

，

即有 �

�����
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还求得满足方程���的一个特解为� � ，
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根据数学原理
，

问题���所对应的真实解�，，

可以表示成方程���
、

���解的和
，

即�

� 。 一 �

�
� �

� �匀

进而有�

占� �一 占��
� 占�厂 ���

其中
，
占所表示的量是与 �。 的微分项有关的变量

�

根据边界元法的基本原理
，

我们可以求出方程���的用矩阵表示的边界元方程为�

田��
� �

�� ���于占�
�

冬 ���

式中
，

���
、

「��是与问题几何参数有关的系数矩阵
，

��
’

�
、

抽� ‘

冬是由�

�
、

咨��组成的

列向量
�

再把式���
、

���的矩阵形式引人到方程���中
，

得到 �

田��
��一 ���于占��一 田�于

� �，
�一 ����占�

�

� ���

由于我们已经求出 �
�

，

依此可以求出对应的列向量于�
�
�和拍���

，

所以方程���右端全

部已知
，

这样我们便可以利用普通边界单元法进行计算
，

从而得到边界上的所有参量
，

利

用同样的处理
，

可以求得域内点的需求值
�

这就是特解边界元法的基本思想方法
。

������������������

� 定常位势问题

对于方程 � � ’ 中 一 � 一 。

其中
，
中是位势函数

，
�为非齐次项

�

对应的齐次方程为� � ’ 中 一 。

如果己求得中
’

及中 ” ，

分别满足�

��中 “
� �

及 �，中 � 一 � 一 。

那么有 � 中 一 切
�
十 价 ”

�中 �职
� �

�中�

— �— 十—刁� �� 刁�

如果已求得方程����的边界元方程为 �

田�于切�一 �
��于鲤

刁�
卜 「��子中 ’

卜 ���于鲤一 冬 ����

对方程����引人问题的边界条件
，

对于域内点我们有方程
�

求解后可以得到边界值 ， 和器
。
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其中�
时表示对应方程�川的域内点位势

，

队�表示的是当田�不计人与边界几何特性有关

的常数阵时的矩阵
�

。 。 一 ，
�
� �育���，卜 �。
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整理后可得域内点位势为�

， 。 一 ，
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� 。����器卜 ，

子
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利用同样方法
，

微分一次后
，

可以求得域内点的位势导数
。

对于方程���中的非齐次项 � 为坐标的一次函数的情形
�

即 �
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一
边界点的两个方向导数

·

� 带有体力的弹性问题

对于静弹性力学问题 �

口
� �

� �
�

一 � ����

其中 ��为体力项
。

如果我们记齐次方程的解用右上角 �表示
，

特解用右上角 �表示
，

那么 �

仍有 �

叮 � 口

� � � 已
� � �

� 二 �
�
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利用与上节中相似的处理
，

田��于
��一 �

� ”
��

可以得到边界元方程为 �

� ����于��一 于�
�

�� ����
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弓样
，

可以相似地求出域内点的位移和应力来
。

对 �
几

休力项为坐标的线性函数情形
，

即
二 �� � � �� � ���

二 �� � �一� � ���
����

�‘，
��尹���
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已经求得 � 。
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�

一泊松 比
�

�一剪切弹模
。

利用相同的方法
，

还可以处理温度效应问题
，

限于篇幅
，

这里从略
。

� 自由振动问题

对于均质的各向同性弹性体
，

在简谐振动时
，

其控制方程为 �

�又� ��� 、 。�� ，� �
，。 � 。 。 ’ � �一 �

其中
，
几

、

拜为拉梅常数
。

为书写方便
，

我们将其表示为
�

��� ��� ，。 ’ � �一 。

如果已求得
�

�
、

�

�
，

分别满足
�

�����
一 �

�����
� 。 。 ’ � ，

一 。

并将域内未知位移� �
表示为�

����

����

����

����
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式中
� 单 、 一 待定参数�

� ����
， ‘ 爪�一 �� 一 �

�占
��

其中� � � 边界上所有节点间的最大距离�

�二 边界上任意两点的距离�

氏�� 克罗耐克 占
。

方程����还可以写成矩阵形式 �

���� 田�于中�

当「��可逆时
，

还可写成 �

�价冬� 队��
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，
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，
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可以将真实位移和面力表示为 �

�
� ‘ 一

��
�
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�工 � � � �

�

我们把����式代入方程����
，

可以求得�

�

��
���

写成矩阵形式
� 于。
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。 。 ’
艺�
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，
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、 二 泊松 �
�
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�一 问题的���数
，

对 �
二

二维问题�二 �
。

另外
，

利用弹性力学基本定律
，
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�

卜
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方程����对应的边界元方程为�

田�于
� �

�一 「����“ 冬� 于。冬

将����式
、

�����式
、

�����式和����式代人����式
，

得到 �

���于
��一 ���于�飞一 �。 ’

�田�田�一 〔��口��不����

或写成 �
田�于

��一 ������一 。 ’
��衬��

引人边界条件后
，

可将其化为特征值方程
�

���于
�

卜
仍 ‘
�丽�子

�
�

解此方程可以得到问题的 自振频率及相应的振型
。

����

� 瞬态动力反应问题

控制方程为� ��� 。
�一 �右。 一 �

其中�算子的表现形式与方程����相同
�

如果已求得�

�
、

�

�
，
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一 �
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并设域内加速度往
‘
可以表示为 �

往
�
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其中
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书
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为待定系数

，
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与方程����相同

。
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，
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将����式写成矩阵形式 �

于��一 田�于荃�

当田�是方阵可逆时
，

还可改写成 �

于举冬二 匹�于石飞

其中区一 ���
一 ’ 。

同样可以将真实位移和面力表示为
�

一 � 亡
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一 ，
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把����式代人����式
，

可以求得 �
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��
��
一 艺�

。、 ��
， ‘ “ �书

，
�‘ 二 ����

式中�
‘�
与����式相同

·

另外
，

利用弹性力学基本定律
，

可以求得面力为�

‘
�一 艺�，���

， ‘ “ �石
��古二� ����

式中�
��与����式相同

·
�

可以知道
，

方程����对应的边界元方程为�

田��
� �

�一 �����
�

�� ��� ����

将����式代人方程����
，

得到 �

田��
��一 ������一 田�于��

�

�一 �����
�
� ����

再把����式和����式分别写成矩阵形式
�

��
�

�一 ����于苗� ����

��
�
冬� �口��节� ����

然后把����式
，

����式代人����式
，

并考虑到����式
，

最终得到�

田��
��一 ���于�卜

��田】田�一 ���田�压���� ����

或将其改写为� ����石卜 附�于
�

卜 ������ ����

这就是所求的瞬态振动情况下的振动仿真方程
，

引人边界上作用的力和位移边界条件及初

始条件
，

利用普通的振动仿真方法
，

可以求得瞬态振动力反应
�

� 计算实例

利用边界元特解法计算问题时
，

只需对原来的普通边界元程序稍加修改
，

就可方便地

设�卜程序
�

利用本法计算了许多例子
，

但限于篇幅
，

这里仅给出有关动力
一

计算方面例子
�

某一 ��� �� 的
�

甘竹深梁
，

材料参数 ���二 ���
， ，� ���

，

用本法计算出的自振周期列于
’

表 �
，

可以看出两者结果符合较好
�

表 � 恳臂深梁计算周期

方方法法法 振 西望望望望望望望望望望望望望

二二二
�

�不万不二
�� ��� ���

”””””””
·

�’“
�
”

·

���…”
·

�’� �”
·

” ����
文文 〔�〕〕 �

�

����� �
�一一一一 �

�

����� �
�

�����
�������

�

���������

本本文文 �
�

����� �
�

�】��� �
�

����� �
�

�����

某 �� �� 的深梁
，

自由端受脉冲剪力

作�’��
，

材料参数 �二 一。 ，��。 �， � 一 �
�

��
，

，二 �
�

�����，

计算出自由端中点 � 的动力
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时程反应示于图 �中
。

� 结 语

本文提出的边界元特解法
，

可以处理一大类利用原来的基本解不能解决的问题
，

而且

处理方使
，

精度满足要求
�

这就为工程应用提供了方便的途径
�

作者对上述提出的问题逐一进行了计算
，

效果良好
，

特别是在振动问题中的应用极为

方便
，

较其他方法节省了大量工作量
。

限于篇幅
，

这里没给出实例
。

致谢
�
李宗坤同志提供了 自振计算实例

，

特此致谢
�
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