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凸凹对策最优纯策略存在唯一性的

一个充分条件

徐建国

�运筹学教研室�

提 要
� 本文给出了抽象策略集中

，

零和
、

一人
、
无限凸凹对策最优纯策略存在

、

唯一性的一个充分条 件

较之前人得到的结果进行了改进和推广
。

关键词
�

研究最优纯策略或最优混合策略的存在性和唯一性是对策论中一个十分重要的问题
。

对

于矩阵对策
、

连续无限对策已经得到了相应结果 〔 ’ ����。

我们知道单位正方形上连续无限对策的支付函数如果对于其中一个变量来说是一个凸函

数这
，

种对策叫凸对策
，
对于凸对策有

定理�，
“ ’设单位正方形上连续对策的支付函数 � ��

、
� �对每一个

�是�的严格凸函 数
，

则局中人�的最优策略是一个纯策略
，
并且这个策略是局中人�的唯一的最优策略

。

那么
，
什么时候局中人 �和局中人�都存在唯一的最优纯策略呢� 对此

，
我们容易证明下

面的定理
。

定理� 设单位正方形上连续对策的支付函数� �� 、
� �对于每一个

�
是�的严格凸函数

，

对于每一个�是�的严格凹函数
，
则局中人�和局中人�均存在唯一的最优纯策略

。

由于上述无限对策均在实数集 �如 〔 �
、
� 〕 �上考虑最优纯策略或最优混合策略的 存 在

性 和唯一性
，
并且对对策双方的支付函数 � ��

、
� �加 以 连续的条件

，
这就使上述结果具

有一定的局限性
，
下面我们就抽象策略集上

、

二人无限凸凹对策最优纯策略存在唯一性进行

探 讨
，
得到了一个充分条件

。

设�
、
�是二赋范线性空间

， �
、
�分别是�

、
�中的子集

，
所谓抽象策略集上的二人 对

策是指局中人 �在集�上选择策略� 〔 �，
局中人 �在集�上选择策略� 〔 �，

对应的有 局 中

人 �从局中人�得到的支付是���
、 ，�

�� 、 ���
，

若 、 � 一
少呈��少氏

���
、 ��

， 、 ， 二
少��� 少户于

产 、 一理 、 ‘
川

一 ’ 一

� 、 一叮川
” “

�
’ ”

拼
护 、 “ 、 ’ 产 ‘ 上 ‘ ” 一 ‘ 几 、 ’

们
’ ‘ � 〔 � � 〔 �护 、 ‘ 、 夕 产 ” ’ 一 � 〔 � � 〔 �

���
、
�一存在且相等

，

存在 ��
� ， �肠 � 〔 � � �，

使得� ��
势， ��

� � � � “ � �

则数 ��
份， ��

�

为上述对策的鞍点 �或解 �
， � � ， �赞

数为局中人�和�的最优线策略
。

那么在什么条件下上述对策问题的最优纯策略存在且唯一呢�

定理 � 设�
、
�分别为赋范线性空间�

、
�中的紧凸集

，
二元泛函���

、
��

� � � �令�

收到日期
�
����

�

��
�

��
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满足对每个 �是�的下半连续凸泛函
，
对每个�是

�的上半连续凹泛函
，
则 � ， � ��� � � ���

一 � 〔 � � 〔 �

���
、
� �

， � � 少已气 � ��
、
� �存在且相等

，
从而局中人�和�存 在 最 优 纯 策 略

盖 、 丁 �飞

� ’ ， �器

使得���气 �� � ” ” ， 一 ”
炭

。

为证明定理 �
，
需要如下两个引理

。

引理 � 如果�是赋范性空间�中的紧子集且

�� 二元泛函甲 �
� 、
� �

� � � �今�对�� 〔 �， 甲 ��
、
� �》 �并且甲 ��

、
� � 对 � 拟 凸

的
，
即对� � 〔 �， �� 〔 �，

��甲 ��
、
� ����是�中凸集

�

�� �对每一个�〔 � ， 一 甲 ��
、
� �对于 �在�上是下半连续泛函

。

则存在 � 〔 �，
使得对��〔 �， 甲 � �

，
� �》 ��

证明 ��对�� 〔 � ，
令� �� � � �� 〔 � �甲 ��

、
� ����先证�

，

�� �为� 中闭集
。

为

此设 � 任� ���
，
则只� 。 〔 � ���使得 � 。

今 � 。

，

由于甲 ��一 � ���
，
由下半连续性

娜 ‘ � 、
� � 、 �

以
�

，
一 、 ��

。 ，

川
�、 。

即印 �� 、
� �》 �

‘，�二 〔 � �� �故� ���为闭集， 又因�是紧集
，
所以� �� � 亦 是紧

集
。

��下证若存在�� ，
�� ，… ， �

。 〔 �，
及�入

�
��

，

�

名 入�

� �

� � �

� �则 � � 艺 久��� 〔 � ���
��

�� � �� �

否则
，
有 �不属于���

、���� �
，
�

， … ，� �以及 印 ��
，
�、 �����“ �，

�
，二

· ，� �
。 由条件

�

� 二 �� ��� ��
，
���叶是凸集

，
又

‘

���〔 �
�，� � � 名

�一 �

入���〔 �，
从而甲 ��

，

丫�� �

此与题设矛盾
。 … �

�

� 艺

�
一
�

人

入���〔 丫 � � ��
��

。

�� �

由非线性分析中�一�一� ��� �����一�
� �� �����一�� �� ����，��� �定理知 ，

存 在

� 〔 � ，
使得对�� 〔 �都有甲��， � ���

引理� 设�是赋范线性空间�的紧凸集
， �、 ， ��， ，

二 ，
��均 为定义在�上的下半连续凸

�

泛函
，
则存在又〔 � 使 得�

��又�《 � ��一 �
，
�

， … ，” �的充要条件是对�氏�氏 军
， “ �· �

。

�一 �

今

�

存在
� 。 〔 �，

使 得 乙 � ，����
。
� �其中�是任意实数 �

�� �

证明 必要性显然
。

反证充分性
。

设这祥的吞存在
，
则对�� �� ， ���� �至少有一个大于�

。

令

��� �� 〔 � ����� ������� �
， �， … ， � �
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��������������曰曰

�

容易证明�
�

为�中开集
， � �二 � 一 ��为闭集

，
且� 二 � �‘

�� �

� � 任� ，
有 � 〔 � � �。

因为� �� ， � 、 �为�的连续泛函 �� ��，
� ��表示 �到��的

� �

距离 �令

目
��� � 二 � �� ，

�
�
�� 乙 � ��

，
�

�
�

� � �

则日
��� �为连续泛函

，
显 然 乙 氏

�� �

�� �二 �
。

，再令 甲 ，
��

、 � � 二
�

乙 日
�

� �

�� ����� �， � � 〔 �， �� 〔 � 。

则甲
， �� 、

� �为 � 的

�

连续泛函
，
是�的下半连续凸泛函

。
印 ，
��

、 � � � � �
��� ��、 �� �下半连续

，
因 � 是紧

�� �

集故在�上甲
， ��

、 � �有最小值�
。 。

若日
��� �寺�

，

则� 〔 ��， �������� 若日
二

���� �，
则� 〔 �，

故

� �

甲 ，
��

，��� � 日
，�� ����� �� 乙 日

��� �� � �

�� � �� �

所以�。 ��
。

令

甲 ��
、
了 � � 甲 一 ��

、
� �一 甲 ，

��
、 � �

则 一 甲 ��
、
� � � 甲 �

��
、 � �一 甲 � ��

、
� �对�下半连续

，
对�是拟凸的 �凸一定是拟凸 �

。

又甲 ��
、 � ���

。

根据引理 �， 存在 � 。 〔 � ，
使得甲 ��

。 ，
� ��� 对 ��〔 � 都 成 立

夕

即

甲 ，
��

。 ， � 。
���

�，
亦即对�� 〔 �

�

名 日
���

。
����� ���

。

��

�� �

�

令�
���

。

� � � �
有 乙 ������ ���对�� 〔 �都成立 ，

此与条件矛盾
。

故充分性得证
。 �

二 �

由上述二引理
，
下面我们给出定理 �的证明

。

首先证明
二 �， 。 �

存在
。

因为扩戮
��
划

，
一

��】��
� 〔 �

紧集
，
所以��’ 岌一 ” ‘ � 、

��存在
，

续
，
根据下半连续性知摺久

� ‘ � �

一 � ��
、
� �， 而 一 � ��

、
� �类于 �下半连续

，
又 � 为

故坐乏��
� 、
��存在

，
又因� ��

、
��关于�下 半 连

�‘ 、� �
目

火

� �关于�亦是下半连续的
，

而 “ 是紧集， 所以攫飞
� ��

、
� �存在即

。 �

存在
。

同理可证
。 �
亦存在

。
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下证 ” ， � � �

由于对�� 任�
， �， 〔 ” ， � ��

、
� ，�攫飞

” �“ 、 ， ，

���久
� �二

、
� � ����久攫��

� ��
、
� ， � ” 土

。 � 一

攫飞鬓久
� ��

、
� ， ����久攫韧

��
、 ， ，

对固定的� 〔 � ，
有

� 勺 王

�、�兄��
�任取 � �， � �， … ， � �

任�， ����
， � �，

令

���� � � � �� �
，
� � ��� �

， �， � 。 二 乙 ����

�� �

因�凸
，
故� 。 〔 �，

由于� ��
、
� �为 �的凹泛函

，
所 以

红 �

云 � �� ��
�、 � �� � � � � �� �，

� �� � ��
。 、
� �

�� � 二 �

…
攫飞

� ‘ � 。 、
� ，‘ ” �，

故存在�
。 〔 “ ，

使得� ‘ � 。 ，
�。 ，《 ” �

于是

����
。
� ��� ���

，
�

。
�《 � � � 。 ，

�
。
�《 ” ，

�乙
一一�

�名

�二 � � �

根据引理 �，
存在 �〔 �，

使得�，�� � 《 ” ， ��� �， �， …， �

即��� �，
� �《 。 、

��二 �， �， … ， � �

因� ��
、
� �关于 �下半连续

，
从而� �� � � 王�任��� ��

、
� �《 。 ，

�为闭集
，
而 �为紧

集
，
由有限交定理

，
因 � � �� ��今小

，

�� �

� 。 ， 、 、 � 口。 、 、 一二 � �
，。 � ， 、 � �

妖 � 〔 � 勺 、 入 少 布 甲， 即什位� 仁 ” ，
仪 仔灯 � ‘

〔 �，
都有� � �

、 ， ，� ” �，
亦有���又

� ‘ � 、 ， ，�

从 而

���

、 二 � ‘ � 犷戳
” ‘ � 、 ， � 《 ����久品韧

‘ 二 、
� ，

� � �

所以
。 � � 。 � ·

由�
、
�均为紧集知存在 � 份《 � ，

�份 〔 �使得���
、
�苦
�簇���

井 ，朴
�《 � ��

朴 ，
� �

对一切 � 〔 �， � 〔 �都成立
。

即

� ��
’ ，
�” �

���久摆飞
� ‘ �

，
� ， 二

摺盈���久
� ‘ � ，

� ，

故局中人 �和局中人 �存在最优纯策略
� � ，

�漪 。

定理 �到此获 证
。

在定理 �条件不变的情况下
，
若� ��

，
� �对�是严格凸的

，
对�是严格凹的

，
则上述存

在的最优纯策略� 朴 ，
�份

还将是唯一的
。

否则
，
设� � 〔 �亦是局中人 �的最优纯策略

，
且 � � 份

今 � 一 ，
由于对�� ，

���� �
，
� ���

份 � ��一 ���
� 势 ，

�势
���� ��

份 ，
�朴
�� ��一 �����

� 份 ，
�朴
�

��� ��
苦 ，
�朴
�� ��一 ��� ��

朴 ，
� “
�

令 二 � ��
�， � 份

�
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记� 二 �� � � ��一 � ��
协 肠 �

则 � 〔 � ，
且� ��

，
�份 ��� ��

赞 ，
�书

�
，
由于 � � ， �� 为 最

优纯策略
，
矛盾

。

同理可证局中人 �的最优纯策略亦是唯一的
。

根据本节定理 �，
下节定理 �自然成立

。

并且定理中� �
� 、
� �关于

� ，
�的连续 性 条 件

即可改为半连续性
，
不再赘述

。

作者对山东大学数学系郑汉鼎副教授在一九八八年青岛暑期运筹学研讨班上指出了此问
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。

同时
，
本文写作得到郑州工学院李菊祥付教授的支持和帮助

，
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致谢 �
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