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本文提出了一一种结构可靠度分析的新方法一蒙特卡罗边界法

。
算例表明

，
与其它几种蒙特卡罗法相

比
，
边界法具有精度高

、

模拟次数少的特点
。
文末对结构可靠度分析方法的发展途径提出了我们独特的看法

。
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�
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� 引言

结构可靠度分析的各种近似概率法可分为两大类
�

一次二阶矩模式和蒙特卡罗模拟
。

一

次二阶矩模式的各种方法 �如��法
、

帕尔黑莫法以及各种优化法等 �， 只能 求解构件 � 只

有一个功能函数 �的可靠指标�
，
当功能函数非线性程度较高时

，
由此日用公式�

�� 中 �一 即

所 求 出 的破坏概率��与实际值相差较大
。

蒙特卡罗法具有方法简单
，
收敛的概率性和速度

与问题的维数无关及适 �性强等的特点
夕
且对构件及体系可靠度问题具有同样的适用性

。

但

蒙特卡罗直接法误差较大
，
且当破坏概率�

�
很小时从需模拟次数太大以致无法计算

，
故 目前

国内国外对蒙特卡罗法做了许多工作
，
以寻求抽样次数少且精度高的解法 �‘

’ ��。
本 文提出

的蒙特卡罗边界法具有精度高
、
所需抽样次数与破坏概率无关等特点

。

对一般可靠度问题
，

只需�万次模拟即可求得满意的结果
。

由于本法无须选择计算参数
，
使它的应用更具 有一般

性
，
可作为结构可靠度分析的实用方法

。

� 结构破坏概率计算模式

设结构的基本随机变量为� � 〔 �� �， �， … ， � �结构共有�个破坏模式
，
各模式间 为

串联关系第�个破坏模式的功能函数为
�

�� 二 �� �� �， … ， � 。 � ��� �， �， 一 ， � �

以��
表示

��
三 。的区域 ，

则结构的破坏域�
。
可表示为

�

��

�����

��

一一口
�

�� �
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一

侧���
�

�
，，

式中���
�， … ， � �� �为各随机变量的联合概率密度函数

。

当各随机变量间统计 独 立 时
夕

有
�

���
��

一一���
，， … ， � 。 � �

二 ��� ��

其中�
二

�� 二 �� 为毛的概率密度函数
。

此时 ���式可写为
�

�� 二

�
…

� ��� ���� �… �� 。 ���
‘�二 �� �

由式 ���
、
���

一

可知
�

求解结构破坏概率问题实际上就是计算一个多重积分
。

由 于其

积分域和被积函数的复杂性
，
难以直接积分求解

。

而蒙特卡罗模拟是一有力工具
。

� 已有的蒙特卡罗法简述

蒙特卡罗法求定积分有两种途径
�

随机掷点法和平均值法
。

掷点法的基本思想是对随机向量 � 二 ��
，， … ， � 二

�随机抽取�次样木值� ， “ �二 ��
，�

，

… ， � 二 �‘����� �， �， … ， � �记 录 二 落入 。 �
中的次数

� ，
当�足够大 时

，

以 ��全�作 为

�，的近似值
，
即

�

��澎� �� ��� ���

掷点法计算简单
，
但精度较差

。 ‘

当��较小时
，
所需模拟次数太多

，
以致耗时太多 或 无 法 计

算
。

若缩小� 的抽样区域则可提高抽样效益
。

文献 〔 � 〕用这种思想所得的改进掷点 法 ，
具

有比直接法更高的精度
。

但该法的参数选择需要计算经验
。

又山于水工结构中随机变 量较多

且破坏概率较小
，
该法在这种情况下的抽样效益会降低

。

平均值法通过选取�
口
上的概率密度函数�

，
��

，， …

���
，， … ， �二 �

了 一矛万一一丫二
�

一 二 万
�

�� �� �，
� � � � �，

一 ， 人垃 产

�， �

改造原积分成为
�

… �� �

�
�

︸如

�性
��

一一�

由概率论中数学期望的定义知
�

��� � 〔
���

�，

�
�
�� �夕

�

袱 〕 � �〔 �荟 ��� ， … ， �� � 〕 ���

把求解破坏概率的积分化为求解新函数�
苦
��

�，

直接掷点法具有更高的精度
， 通常选取�

�
��

，，

， ���的均值
。

可以证明 ���
�

平均值法较
， �二 �为�

二上的均匀分布 随 机 向 量

�� ，， … ， �二 �的概率密度函数
，
可得破坏概率��的蒙特卡罗平均值法的表达式为

�

��� �
� 毛

一

气
弄丝

�� �� �，

一
， � 。 �
， � 。 �

… ， �二�

〕 � � 〔
���

�夕 … ， �二 �

���二

� �二 ·
�〔 ��� �，

文献 〔门说明了平均值法的计算方法，
并做了改进

���
。

计算经验 表明
�

该 法 的 计 算结果
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与� 。
的取值大小有关

夕
选择不当甚至会得出错误的结果

。

蒙特卡罗法的误差为
�

�
� �

�
。 二 、 、压

�

式中
� ���

标准正态分布密度函数的分位值

� �

子样序列的标准差 �

��

模拟次数乞

���

由���式可知
�

计算误差在给定的�。 下与 。 成正比
，
与�的平方根成反比

。

这为提 高 精

度提供了两条途径
�

增加次数和降低方差
。

由于�增大一百倍才能把精度提高一位
，

故单纯增

加�不是提供精度的有效办法
。

使用降低方差的技巧将会有效地减小误差
。

采用不同方差的

技巧将会得到不同的方法
。

本文采用重要性抽样技巧及统计估计抽样技巧所推出的蒙特卡罗边界法
，
具有较高的精

度
，

‘

可作为结构可靠度分析的一种实用方法
。

� 蒙特卡罗边界法

�
�

� 构件破坏概家计算公式

现以构件 �单个功能函数 �为例 进 行 推导
，
然后推广到体系 �多个功能函 数 �的 悄

形
。

功能函数

� 二 ���
，， … ， � 。 �三� � ���

表示结构的破坏状态
。

由 � ���总可解步
�

� �《
�

� ��
�， … ， � 二 �

或 � �》 � ��
�，

� �产 � � ��
�，

� ，
三

� 产 ，

� ，
�

� ‘ �

� 才 � ，

… ，

� 二 �

� 二 �

� � �� �

� � ��少

� ���

� ��� �

� ����

令有或

为推导方便， 现设 � �

三�， ， � � �丫
�， 二 ， � 二 �

。

重写公式 ���
、
���如下

�

�
�二 � � � �

二 ��� �� ���

丈�

� �
二 ��� ����� ，… �� 。

���

，�����一一�
产

了、�几��

。
动 � �

由平均值法原理， 当�
， ��

，，

厂子 �

①�
，
��

�， … ， � 二
�

‘

�
、

� �

���满足
�

当 �� 于厂一
， � 。 �任�。

且�‘ � ，， … ， 东� �争�时

����
其它
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���

�
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时
，
有

�

�
� �

二 ��� ��
�� 二

�
� ， � �

，
��

，， … ， � 二
���

�一 �� 川

一一一一

�一
一

一一︷
�，��

，， … ， � 二�

��卫�一�了且
�

�
‘

力�

二 �〔 � �
二 ��� 、���

，
��

，， … ， � 。
�〕

�� �

现选�
�
��

�， … ， � 二

�为
�

」��

����
�， … ， � 二

�二 � �，
� 、�� 、�

�� �

其中
�

厂�
��

�����二 �
， �， … ， 。

�， ， 、�� ���

火�
二 ，
��

，
���

二 �

��
， �

� �� �

可证
� �，

��
，， … ， �二���

�… ��二 �� �

事实上
�

� 二
’ ， � 二

���
�… �� 二

小 ��’ � 。 ， 、

� �
‘ ， ， ‘ 、盖 ，�”

‘

一 � � 一 � �

�

�口二�
‘

卜以

�，
，�
��

二
���

，… �� ，。 �

�口

�

�
‘

一一

，
��

，
���

� 〕�， ，�
��

�

�… ��
，�
��

二
���

�… �� 。 ‘

�
��上

��
���

︸
�︸

��

七曰�，
�。

� �
�
� ，

�� 产 ， 、
下深立气二子气一 ��
� � ��入

’

��

月�

〕 二 ��
，�������

�… �� 。

�二 �

��

〔 �二 ，
��

‘ �

���
二 �

��
产

� �

�� ��

���

� 〕 二 �，
，�������

�… �� ��

�斑
�
﹄

从�

� �
�二 �

二 �
����

�

���
�… ��二 � �

� �
�� �

﹄

�
�

犯�口
�
，
��

��
‘

�
‘

一一

式中��
�， ���为随机变量� 、

的取值范围
。

将����
、
����两式代入 ����式

，
得

�
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��

�� �
������

�“ �
��� � 〔 �

� �
� ，。�� ��

�
一

� 〔 乒华之
、 〕

� 士 ， � 气� ��

� � 〔
�
二 �

��
�
�

�
二 �

��
，
���

二 �

��
尸 万 〕 一 �〔 �· �

��
‘ �
� 〕

����

式中
� � ， � � � ��

�， … ， � 二�

式 ����的无偏估计为
�

�乙��一�
一一

�� 、 瓦
一

公
、

参
���‘。’

其方差为
�

�
� ，
��

，‘ �‘�� ����

��� ��
�
��

�

��� 一 �

� —
� ��

，�‘�一 �，� ����

公式 ����即为蒙特卡罗边界法求解单个功能函数破坏概率的基本公式
。

它相当于 计 算破 坏

边界上点��， �， � ‘ ， … ， �动处随机变量
� �

的概率分布函数的均值
，
故称之为边界法

。

其二

维情形如图 �所示
。

由于边界法免去了对� ，
的抽样

，
因而具有较小的方差

。

文献 〔 � 〕证明了 �

减少的 那 部

分方差正好是对� ，
进行抽样而引起的

。

当从���
，， 二 ， ���三。中只能解出� ，

� � ��
�， … ， �动时

，
只须将上述有 关 公 式 中

〔�勺�
二 ，
��

‘ ，
�改为 � 一 �

， �
��

‘ ，
�

。

或做变换� � 一 � ，，
则� � �一 卜� � ，

�� �，
同 � ，

分 布�
，
仍

用公式 �� ��计算
。

�
�

� 体系破坏概率计算公式

对本文第二部分中所述结构体系
，
仍设从�、 ��

，， … ， �动三 。 中可解出� ‘ ， ，�
三�

， ��
� ，

… 夕 � 。
���� � �

， �， … ，
��

，
则用蒙特卡罗边界法求解结构体系破坏概率的方法如下

�

设对�� 一 ��维随机向量 ��
�， … ， � ，�

�的第�次抽样值 ��
� �，�， … ， �二 �‘��

，
由� 、

��
�， …

� 。
�� �可解出� � ，�’ �‘�� �、 ��

� �‘�， … 夕 �二 �‘��
，
第�功能函数的破坏概率为�

， ，��‘�有
�

��
，，�‘，� �

二 ，
��

� ，、 �‘��二 �
二 �

��
�
��

� �‘�， … ， � 。 �‘��� ����

则第�次抽样所得体系破坏概率为
�

�，‘玉�二 � �� ��
，、 �岌�

�三�三�
�

少

�次抽样后
，
体系破坏概率可表示为

�

����
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�乙二��
�
〕 �幻���

�

乙 ���
，

二 �

�

��
，�

�三�三�
�·

����

����年

����

��

�� ，
��

�
��

� �‘�， … ， �二 �‘��
�乙吸��

其方差为
�

�� ，·

����二

���� �

�
上

�习吸八 一 注少

� —
名 ��

��‘�一 ���
“

二 �

����

����式即为蒙特卡罗边界法计弃休系破坏概率的基本公式
。

该式的意义为
�
对 �� 一 ��

维随机向量的抽样值
，
选取 �个破坏边界中� ‘ ，

取值最大
，
即最外边的边界 上那一点处

� ，
的

概率分布函数值的均值作为体系破坏概率
。

如图�所示
。

夕忱
，�

气 》 ， 。

礼

卑乡
，

气少
二�

�� ‘气
，

吟卜。

图��边界法几何意义�单功能函数情形 � 图�
�

边界法几何意义�多功能函数情形 �

设从第�个功能函数中只能解出
�

� �
�

� ‘ �、 二 � 、
��

�， … ， � ，
�

则上述有关公式中的 �
、 ，
��

�
��

� �‘�， … ， � 。 �‘���须以 � 一 �
二 �

��、 ��
� �‘�， … ， � 二 �‘���代

之
。

若第�个功能函数中不含� �，
则可认为此功能函数中� �

的系数为 。 ， 可得
�

�三 �、 ��
“ ， … ， �二�二 一 ��答

。 ， … ， ����

则对�� 一 ��维随机向量 ��
�， … ， �动的第�个样本值 ��

����， … ， �二 仆��有
�

『二 �
���

��
� �‘�， … ， � 二 �‘���

�

厂�

戈�
若�三 ����

� �‘�，

若�� � 、
��

� 仁�
，

�� �，��

�� ����
����

即对该功能函数
，
边界法退化为掷点法

。

蒙特卡罗边界法亦可解决脸机变量具有截尾分布的构件或体系 可靠 度 问 题
，
此 不 详

述
。

� 算例分析

用边界法计算了几个算例
，
并与前述改进掷点法

、

改进平均值法及��法的结果进行了对
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表�
�

计算例题

一
比

。

例题和结果分别列于表 �和表�
。

对比方法的结果摘自文献 〔 �〕和文献 〔�」。

例�的功能函数为正态分布随机向量的线性函数
， ��法为精确解

，
边界法以较小区 向包

含其值
。

�

例�
、
�说明了边界法对非线性功能函数及随机变量各种分布情况的适用性

。

例�是体系可靠度问题
， ��法无法求解

，
各种蒙特卡法罗法所得结果相近

，
边 界 法 的

标准差仍最小
。
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第二期 董耀星
、

周鸿钧� 结构
一

可靠度分析的蒙特卡罗边界法

� 展 望

结构可靠度分析的一次二阶矩模式和蒙特卡罗模拟各有优缺点
。

到目前为止
，
各自都有

了一些发展
，
但真正具有精度高

、

模拟次数少
，

既可获得设计验算点
，
又可同时计算体系可

靠度问题的求解方法当应在这两种方法的结合上下功夫
。

途径之一是把正态分布函数作为蒙

特卡罗平均值法中的抽样函数
，
其均位选在法��求出的设计验算点上

，
标准差选原分布

“
当

量正态
”

后的标准差
。

则从此抽样函数 �
一

卜抽样模拟
，
模拟次数不仅会在万次以内

，
甚至千次

以内或更少
，
就可获得高精度的结果

。

详细方法限于篇幅将另文给出
。
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