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动态有限单元法对摩托车刚架的动力分析
兰振凯
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本文采用了各阶动态约束模态函数而组成的平面刚架结构有限单元的各阶动态形函数矩阵及各阶单元特性

表达式
，
利用它们可以准确地计算出摩托车的各阶动特性

，
进而可求出在各种载荷下的各阶动位移与动应力分

最
，
最后将各阶动应力分量迭加

，
即可准确地求出动位移双动应力响应

。
无疑这对摩托车的优化设�理是十分有

意义的
。

关键词
�

有限元
，
结构动力分析

，

一
、

引 言

对于复杂结构的静强度分析已日趋成熟
，
而动应力的计算和分析

，
是结构动力学的一个

有待解决的问题
。

本文提出了用动态下的固有特性来计算动应力
，
通过考题得到了比较满意

的结果
。

并用此方法对�一��型摩托车车架进行了动应力计算
。

对于复杂结构
，
一般都采用有限单元法进行离散

，
将其化为一个有限自由度系统

，
其动

力方程为
�

〔 � 〕���� 〔 � 〕王��� 〔 � 〕���“ ������ ���

式中
� 〔 � 〕 ， 〔 � 〕 ， 〔 � 〕分别为结构的有限单元模型的质量阻尼和刚度矩阵� ���

为结点座标的列矢量
，
王�����为结点作用力的列矢量

。

对式���采用模态迭加法和数值积分法很容易得到结点的位移响应
。

依应变与位移之间的关系
�

�
。
�� 〔 � 〕���

�

���

式中
� 〔 � 〕为应变一位移关系矩阵�

由���式可计算出任意截面的广义应变
，
对于平面刚架单元

，
应变列阵为

�

���“

���

其中
�

厂
“ ，
入

义 �

夕

� � �
，，

� ， �
分别为单元中任意截面的纵向与横向位移

。

在得到�
。
�之后

，
根据应力一应变关系

�

���� 〔 � 〕�。 �

式中
� ���为广义应力矢量

， 〔 � 〕为应力一应变关系矩阵
，
且为

�

���
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厂 �� �

〔 � 〕 � �

� ��

上述过程计算刚架的静应力可以得到十分准确的结果
，
而对计算结构的动应力时

，
其效

果往往不好
，

特别是当结构的振动含有高阶模态分量时
，

就需要使用适用于进行结构动力分

析的有限元法
��

一一般称之为动态有限元法
。

二
、

平面刚架结构有限元的动态形函数矩阵

�
。

杆单元 自由振动的微分方程式

��

粼
� �‘
粼

二 ”
���

式中
� 。 ��

，
��是杆截面之横向位移

， � 是杆的单位体积质量
，

度
，
�为杆的截面积

。

利用分离变量法设诚
� ， ��� ��� �����

，
则式��� 的解

�

��� �� � ����� � ��� ���
一

于 ����� � �����

其中
� �‘ �� ����

� “ ， � � � ��� ��
， ��为结构的各阶固有频率

。

常数
，
由杆的边界条件决定

。

由以下四组杆单元的结点边界条件
�

��为杆的 截面抗弯刚

���

�
，
�

，
�

，
�为待 定

��，�︸八��二�一一��
�一��

︸�����，���，�������
�
、
���� ���

�
了
���

� �

���

����二 �

�，
���� �

� ����二 �

�
�

’ ‘�’ “ 。

����“ �

一 �产
���二 �

��
����

声

�
﹁

红

则可得到杆单元振动时的四个振型函数
，
它们就是杆单元以杆的固有频率为 参数的

“
动

约束模态 函数
” � �，����

， �、 �
，
������

， ���
，
������

， ���， �、 ����
， �、 �

， 。

由第一组边界条件可确定�
��� ��

， ���的系数

厂�
一

〔 “ ���������十 �����十 ，�‘��������一 �����丫△
� �� 〔 “ ���������一 �����一 ����������一 �����〕�△
� � 一 �

� � �

卜 � ��一 ��

由第二组边界条件所决定�
、
氏��

， ���的系数

� 一 〔����������� ������ ����������一 �����〕��△
� 〔 ����������一 �����一 ����������一 �����〕��△

�

� � 一 �

� 一 �
��一��

����
��厂
产、�
��

由第三组边界条件所决定�
、 �，��

，
�、 �的系数
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�二 ������� ������△
�� ��� ���一 ������△
� � 一 �

� � 一 �

��一 ��

��
�

��
�

。�

由第四组边界条件所决定�
�
仇��

， ���的系数

� � ��� ���一 �������△
�� ������一 �������△ ��一��

�� 二

� 二

一 �

一 �

在��一 ��一 ��一��式中� △ � ��� �
��一 ��“ ��� ������一 �����

忍

由此可得
“
第�阶动 态

形 函数矩阵
”

〔��，��
， ���〕 � 〔� ‘ ， �

��
， ����

，。 ��
， �、 ���，���

， �‘ �������
， ���〕 �� �

���

式中
� � 、 ，�� ��，�， �、 �� “ ����， � 、 �，� ����

��。 �二 ����

��为杆的第�阶固有频率
。

由此可知
，
经典的杆单元静态形函数矩阵也可称为

“
零阶动

态形函数矩阵
” ，

而其它各阶动态形 函数矩阵必须在求出各阶固有频率时才能求得
。

�
。

杆的纵向振动方程

典
一 ��

鱼
分 �一 刁 � �

����

。 。 、 一 ��
决 、 门， ， 口 一 � 几

� �

利用分离变量法可设 ���
， ��“ ��� �����

，
式����的解为

�

� ‘ � ， ��，一 �，‘�
奢

� � “ �� �

警
�

����

边界条件
�

����� �

����� �
����

�

�
、
�气

�，

�几�一一一一

可得到杆件纵向振动时的两个动约束模态 函数� ���
， �，�和����， ���

，
则 杆 件

纵向振动的第�阶动态形函数为
�

歹���‘ ��
， �“ �三�‘�� ， ” ��

��、一���
， ���二� 。��

， �、 �
����

由此可得到平面刚架单元的动态形函数矩阵为
�
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� 、����
， ��� ���二��

， �������火

〔����
， ���〕 �

��” ���
， �，� �、����

，

� ��� ，
��

，
��� ��� ��

， �、 � �

�
����

��� �

其中�
�
是刚架的固有频率 ��二 �

， �，
�， �

·

… ， � �

三
、

平面刚架结构动态性的计算

杆件单元中任一截面之位移可用单元的动态形函数矩阵与其结点座标的乘积表示
�

通���
， ���� 〔����

， �、 �〕通������
。

����

式中
�

王�
�����

。

为单元的约束模态座标
，
且有

�
笼������

，� 〔� �

��� ����� �����

����� ” ���� �����〕� ����

而刚架单元的
“
第�阶刚度矩阵 ” 与

“
第�阶质量矩阵

”
可表示为

�

〔��· 〕 �

��
〔 �� 〕·〔 � 〕〔 �� 〕�·

〔�，�〕

式中
�

一 ��

��
〔�、 〕·〔��〕�� ����

�� �
， �， �， … … ， �

系统的特征方程为
�

�〔��〕 一 ��〔� 、 〕 �通��� 诬�� ����

用递推法可求得结构的各阶特征值
，
首先用系统的 �阶特性矩阵 〔 � 。 〕和 〔 � 。 〕求出

一阶特征值��
的近似值�

� 。 ，
把�

��
代入 ���

，
���

，
����

，
����式及 ����式用数值

积分法计算出结构一阶特性矩阵一 〔 �广 〕 ， 〔 �护 〕 ，
再由直接刚度法得到系统的一阶刚度

矩阵和质量矩阵〔 � ， 〕 ， 〔 �� 〕代入式 ����得 �

�〔��〕 一 �“ 〔��〕 ����� ��� ����

求解 ��� �式可得到一阶精确特征值�
，带
和二阶近似特怔值�

� �， 将��
带
代入 ��� �可 得

到一阶精确的特征向量��
‘
�辛

。

利用�
� 。
重复以上过程可得�

�带和��
“
�、 ��，和��

“
�’ … … 。

同时可求出各阶动态形函数矩阵〔 ����
， ��� 〕 。

四
、

结构动应力计算
结构在激振力的作用运动微分方程式为

�

〔 � 。 〕���� 〔 �。 〕 ���� 〔 � 。 〕���� ������
解方程 ��� �对应的齐次方程式可求得主模态矩阵 〔

并左乘〔 �

户
〕�使式 ��� �解祸得

�

����

� 〕令���� 〔 � 〕道���代入����

� …����
� � �夕

�

�
��

�

卜 � � �
����� 、����� ���

�
式中

�

‘ � 、

� � �
� 〔 � 〕飞 〔 � 〕〔 � 〕

从 � �



第之期 兰振凯
�

动态有限单元法对摩托车刚架的动力分析

一

�
� 〔 � 〕�〔 � 〕〔 � 〕

� � 、
� � � 二 〔 � 〕几 � 〕 〔 � 〕
� � �

�� ���� � 〔 � 〕�������

由 ����式求出凌�
、 ���蛋后

，
再由���� 〔 � 〕�������求出���则 �

诬������ 〔� 〕�������二 ���凌� ‘

卜 ���王�
“
�� … ��

�

��
�

�“ ��
�
�� ��

�

�� 一��
�
�

显然诬�
�
�为在激励下结构的第�阶主振动的结点位移响应

。

阵〔 �� ��
， �。 � 〕即可得到相应的应力分量�� �

�即
�

�� ��二 〔 � 〕 〔 �� 〕����

其中
�

����

它乘以第�阶动态 形 函数矩

����

���
��厂�� �

��

�
护

�
�

一一
、 �尹�

、�了�往�曰
�泞气，

��
�
�

�
�����

�了
。 ����

��

。 ����

��

。 “
��℃�

。 � �

。 �
����

。 � �

。 ���℃ �

。 � �

。 �����

。 � 忍

���
�、

���
��

一一
、�

乳压�产仁

�� 、 �� ��称为系统在激励������作用下的
“
第�阶模态应力

” ，
其结构 的总应 力应 为

各阶模态应力之分量和
，
即

�

�

���� ��� � 通� 、 �� �� ����
�� �

五
、

计算机计算过程

���利用有限元形成第�阶刚度阵〔 � 。 〕和质量阵〔 � 。 〕求��。 �

���由��
。
形成 〔 � � 〕和 〔 �� 〕求出精确的���和�� 吏，��及�

� ” �

���利用��
‘
��可得单自由度的强追振动方程�

������ ������ � ���� � �
����

式中
�

��� �� �‘ ���〔 � 〕王� �‘ ��

�� � �� �，��
‘

�〔 � 〕�� �’ ��

� ��� �� �’ ，��〔 � � 〕�� �’ ��

�
， 二 �� �‘ ���王�����

利用数值积分即可求出�
�����

，
进而求出第一阶主振型结点位移矢量��

�
�二 ��

�

由此得第一阶主模态应力分量����� 〔 � 〕〔 �， 〕执 �
�

���重复上述过程求出�产和��闪�后可得
�

����

�� �’ �蛋

� ‘ ��七� �、 ��、 � �、��、 � �
���� ����



�� 郑
�曲�，月州，眨曰阳�

�，，肖一气月，一爪

一
『
八护 月 二，侧 目扁�，叮二 。 � 勺口近，�‘ 曰�版 ��念�汤 二�一 � 一� ， 一

、 �

州 工 李 院 学 报 ��幻年
，

�
�二匀巴六��曰�，招 ��� ‘ 口�� ��，�月 �

解出�
�、 ���后可得

�

诬�
，
�二 �

��灌� ‘“ ��
一

昂

一�
�叭�侧�����������

王���二 〔 �〕〔�、 〕〔 �� 〕

将各阶主模态应力分量求和便可得到所求的动应力的近似值
�

����

����

�

���� 兄 ��
�
�

�二 �
����

六
、

实例计算成果分析

算
，

利用以上各阶动态形 函数矩阵及各阶单元特性表达式针对�一��型摩托车车架进行 了计

整个车架被划分成��个计算单元
，

广义轴向应力 ��和广义弯曲应力 。 � ，
并施加����

��������牛顿的激励得出每个单元中点的

�见成果表 ��和� “ �
�

� 秒时的车架广义轴向应 力

��图 �
，
广义弯曲瓦力 ��图 �

，
�� 二 �

�

�秒和� � �
�

�秒时的应力图从略 �
，
以及一 阶 和

三阶振型图 �
，
图 � �高阶振型图从略 �

。

图�
�

�一 �
�

�秒的单元中点广义轴向应力��图 单位�牛顿�厘米名

招
�

�一 �
�

�秒的单 几巾点广弋弯曲应力。 二图单位�牛顿�鲤瓦米�
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�����，� � 咨��召日� ，忿�艺，� �
几
刃

��，�二�，� 几 ���，�� ，��目��洲 �公����口�，�

一
，�，，”

一
�目。 ，���亡竺�，，份 代， ， 二

一一
‘ �理����������，曰������

�
，�����硬��������������

�一
巴 成” ，气‘ �，�匕��味��

一
二

�，，�竺，�����尸 ，二��� 月�翻�沈更��‘ “

表 � 摩托车车架每个计算单元中点广义轴向应力 ��和广义弯曲应力 ��成果表

�牛顿�厘米
“ ，
拉为正

，
压为负 �

���� �
·

�� �
、

�� �
·

���� �� �
�

���� 单单
少少少少少少少少少少少少少少少少少少石石。。 ， � 。 二

�
。 、 …

。 二二 口� 」」 编编
��� � ����� 号号

�� �
�

喀��
卜�一汤

�
�
一 ���

�

���一���
·

���，��
�

��‘ ���
�

�� ���
� 。。
�
�〔。

�

��

�
�，

�� 一�
�

�� 一 ��
�

�心

二 …
注�

�

�� �

城愁沂淤沂公篮成瑞
一�

愧

�
�
�

�

一
、

兰…卫
·

仍 ‘
巡
三�口户仓�旦��

�

三里些二�竺巨少
一

…
一

塑�
�

「

兰」�
争�些圣二竺些�

一

少
刀 …鲤上兰，，

�

�
，

少
��吕

「

二
�
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�
�

竺兰坐
�

些匕竺竺里生竺匕吕竺丝�二丝性

城氨洲禽鲜华�
一
�
坚旦

一

黔烈型型幸竺些幸些竺妙些
�

些卫生里竺竺匕胜兰三兰二竺圣些里竺
·

一�
·

�� �
一”

·

����
�

�� ���
�

��一“�
·

‘�…‘�
·

��

，� 卜��
�

��卜�“�
�

、� �‘ ·

�� ， �‘��

‘。�‘ 。�
·

“�…�。 ”
·
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· ‘�
�
��

�

��…一�� �����
�

��‘一���
�

�。

��一��一加

姐���
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’
一�弓�

�
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�
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�

������
�

�，…一�，�
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���一 、��
·
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�

�����

�

�，���
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·

��一
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�
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�� �一 ��
�
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‘

���
�

���一注��
�

�了
﹃�

七�
︸月了�‘���

�
���

�‘��

���
�
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一���

�

��一���
�

�

��一 ���
��，…一��，

�
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‘
���

�

��一���
·

���

��

�
一�，�

·

�‘�

��
�

�� ��
�
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�
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�︸�
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�
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�
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�
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���
�

注��
�

少��一��一」
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�
���

·

，�
�
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·
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�
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�
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，�·
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·
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�
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�
�，‘

·
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�
一��

�
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�
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一」�
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�，
一��

�
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王〔�
·

，�一��
·
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���
�

��一��
�
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一���
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图�一阶振型图 单位� � ���厘米

图�
�

三阶振型图 单位� � 工�’ 厘米

主要成果分析

当激励为����
��������牛顿时的单元中点最大广义轴向应力 ��二 。 和最大弯曲应力 ���。

见下表�
�

表 � 单位
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， 一 为压
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第�期 兰振凯
�
动态有限单元法对摩托车刚架的动力分析

表 � �

各阶固有频率值 单位
�

赫兹

数值
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一
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竺…理
兰…一竺
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些��
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竺�些…

阶阶次 ���� 数值值 阶次次 数值值 阶次次 数值值 阶次次 数值值 阶次次 数值值
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一阶固有频率的最大竖直位移出现在��单元截面上
，
为 一 �

�

�� � ��
“ 弓

厘米
�

二阶固有频率的最大竖直位移出现在��单元截面上
，
为�

�

���� ��
“ 弓

厘米�

四阶固有频率的最大竖直位移出现在��单元截面上
，
为�

�

���� ��
一 弓

厘米� �其余略 �

七
、

结 论

通过以上论述和实例计算
，
可得出以下结论

�

�
�

该方法
，
对于刚架系统

，
由于各阶动态形 函数

，
是其单元振动微分方程的精确解

。

因此
，
只要计算单元粗细划分合理

，
并计算到足够的高阶模态分量

，
即可得到所要求的比较

精确的应力响应
。

�
� ’

本方法是根据有限单元的各阶动态形 函数矩阵求出各阶模态应力分量
，
然后再枣得

结构的应力响应
。

因此
，
也适合于其它结构的计算应用

。

�
�

车架上的应力主要有广义轴向应力 � �和广义弯曲应力 ��组合而成
，
各截面一般是

��� � �，
因此要注意车体各部分抗弯刚度的提高

。
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