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四边固支中心受集中力矩形薄板计算

程序及全息法和散斑法测试结果

马 要 武

�激光研究室�

提 要

本文用力法编制了四边固支中心受集中力矩形薄板间题的计算机程序
，
可计算各点的挠度

、

斜率
、

剪力和弯

矩 �并用双曝光全息干涉法和夹层全息干涉法以及四孔散焦散斑干涉法分别对其挠度和斜率进行了测试
，
结果

较为满意
，
说明这几种方法能很好地用于板的测试

。

「

关键词， 四边固支矩形薄板
，
双曝光全息干涉法

，
夹层全息干涉法

，
四 孔 散 焦 散

斑错位干涉法
。

一
、

程序原理及结果

四边固支中心受集中力矩形薄板 �图��是工程中常见的结构形式
，
人们对此 问题的研

究已有多年了
，
其解法主要有力法 �一种叠加法 �王

‘ 一 �〕、 虚载荷法和正交调和函数法 ’ “ �， 其

中力法原理简单
，
得到的级数解收敛较快

，
是较为实用的方法

。

力法先由一四边简支的矩形薄板开始
，
这个问题已有精确解答

，

然后假定包含待定系数

的力矩分布在这平板的边缘
。

假如四边简支矩形薄板因中心受集中力产生的挠度为 � � ，
把

上述的力矩当作外力
，
它们产生的挠度和 � ，

叠加 起来
，
然后调节这些力矩使在边界上适合

边界条件器
� �� 这和结构力学中的方法相同

。

下面详细讨论这一方法
。

对于四边简支中心受集中力矩形薄板问题
，
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，
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，
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上两式是两个包含有无穷多个未知数的无穷线性方程组
，
将它们联立求解

，
可得到��

，

�� ��二 �， �， �， … �
，
由式 ���和式 ���知

，
这样就得到了边缘分布弯矩的精 确 值

，

因此四边固支中心受集中力的矩 板问题也就精确解决了
。

但是
，
完全求解无穷线性方程
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组是不可能的
，
我们只有令高频分量等于零

，
即��� �� 二 ����

�时 �
，
这时无穷线性方 程

组就化为只含有穷个未知数的有穷线性方程组
，
求解这一方程组就得到了近似解

，
根据不同

精度要求
，
可以调节未知数的个数以满足其要求

。

有穷线性方程组的解法可以通过迭代法很方便的求出
，
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迭代顺序如下
�
首先令式 ��� �中的�� 二 �

，
这样得到了一组��， 然后将得到的 �� 代 入 式

����中
，
求得一组��

，
这就完成了一次逼近� 当进行第二次逼近时

，
将第一次的逼进结果

中的�
�

代入式 ����去求解 ��， 然后 由求得的��代入式 ����求出��� 如此进 行 多 次逼

近
，
就可求得�
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有了板的挠度
，
就可根据公式求出斜率

、

剪力
、

弯矩等
。

在编写的程序中
，
对于不同的长宽比��

� ，
可以计算�

�
和�

�，
最大弯矩以及各点挠 度

、

斜率
、

弯矩
。

考虑到对称性
，
只需计算四分之一板上各点各量

。

为了观察由��个边缘分布弯矩系数决定的精度
，
将长宽比��

� 二 �
�

�时四分之一板划分成

��只 ��的网格
，
计算了每一网格点上的挠度和斜率

、

最大弯矩
。

由对称性分析知最大弯矩精

度在万分之一以上
，
挠度精度在千分之一以上

，

斜率精度在百分之一以上
。

若只取七个边应

分布弯矩系数��
，
��

，
结果表明此时求得的最大弯矩与取��个系数时的最大弯矩相差不到千

分之一
，
挠度相差不到千分之三

，
斜率相差不超过千分之十五

。

由此可知得到的挠度
、

斜率

和最大弯矩的级数解收敛性很好
，
只需将头七项求和就可以得到满意的结果

。

表�给出了不同的长宽比��
�时的最大挠度和最大弯矩

。

由表看出
，
当��

�� �
�

�时
，
最大

挠度和最大弯矩没有变化
，
可技��

� � �
�
�来处理

。



弘 郑 州 工 学 院 学 报 ����年

表� 不同长宽比时的最大挠度和最大弯矩
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为了便于和实验值比较
，
计算了当加载量为�林�

，
长宽比��� 二 �

�

�时分点的挠 度和斜

率见下表
。

表� �� �处的挠度
、

斜率值
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二
、

用双曝光全息干涉法和夹层全息干涉法进行测试

�一 �用双曝光全息干涉法进行测试

右图是用双曝光全息干涉法测四边固支中心受集中力矩形薄板挠度的实验布置图
。

矩形薄板试件尺寸是���� �� � ���的硬铝板
，
四边夹持在两个刚性很大的方框之间 以

形成固支边界条件
，
矩形薄板后面中心用螺

钉加载同时千分表顶在螺钉上以控 制 加 载

量
。

试件表面涂有银粉以增加漫反射效果
。

第一次曝光后
，
用螺钉加载��

�

�卜� ，
然

后进行第二次曝光
，
全息 干 板 采 用�����

�����
。

反拍时为了得到颗粒细腻的照片
，

应

尽可能增大光圈
，

考虑到需要一定的景 深
，

因此用��的光圈进行反拍
，
拍摄时 用 柯 达

�� 一 ���全息软片以获得高反差
。

冲洗后的

照片见图�
。

�二 �用夹层全息干涉法进行测试

���吐年���
� ��������

提出夹层干涉法�‘ �，

毅
�一‘ �飞�协

你主�了��

志
�、 。 �

图� 全息千涉法测试光路

它是用两张底片分别记录了物体两 种 变形
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图� 双曝光全息干涉法测试结果 图� 夹层全息千涉法测试结果
�

的光波
，
当处理后的两张底片复位后再现时

，
对应两种状态的光波相互干涉

，
在空间形成干

涉条纹
，
这些干涉条纹反应了物体两种变形之间的相对位移情况

，
正是由于干涉条纹要反应

后两者的位移情况
，
因此可以整体调节或相对调节这两张底片的位置 以改变被测物体上的条

纹疏密程度和参照物上的条纹疏密程度
，
从而达到补偿或消除刚体位移判定物体移动方向

、

方便测读数据
、

提高测试精度等目的
。

夹层全息干涉法需用一个稳定的干板架
，
本试验采用���

“ ����� ” 。 �提供的干板 架
，

这种干板架依靠干板的自重很方便地复位
。

矩形板试件
、

测试光路及加载方法与双曝光全息干涉法完全相同
，
加载量为��

。
�协�

。

两块干块处理后放回干板架上再现
，
这时第二次曝光的全息图先放在干板架上

，
第、 次

曝光的全息图再紧贴着它也放回干板架上
，
由于在第一次曝光时所用的透明玻璃与全息图干

板玻璃相同
，
因此这两张全息图基本上都得到了复位

。

用眼睛观察全息象
，

发现矩形板边 框

有一条纹
，
故条纹图略有点不对称

。

这是 由于两块玻璃不可能完全相同
，
从而使得两块 干板

相对不能完全得到复位
。

条纹随着眼晴的移动有飘移
。
用单镜头反光照相机观察

，
发现条纹并

不定位在试件表面上
，
可用小光圈进行反拍

，
因而照片颗粒较粗

。

本实验采用 ��
��� ����。

拍摄全息图
，
反拍时用柯达�� 一 ���全息软片

，
反拍光圈是���

，

冲洗后的照片见图�
。

由于板尺寸较小
，
照明光源和干板的距离较远

，
因此可认为是平行光照明和垂直试件 进

行观察
，
照明倾斜角为

�

��
� “ �����石石

冲 乙

��
“
�� ����一一

八�一一匕
�一�

由于板较薄
，
且加载量不大

，

故取板前表面的位移等于板中面的挠度� ，
所以变 形后的

位相差计算式为
�

一曰‘ �启‘
�

�务

溉二 ��
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·
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兀一宫妇
�‘一几人��‘一、
士

当各�� �北� �� �� �，

� 二�
久

���
� 二

�

�
。
����

士�
， … �时出现亮条纹

，

这时

�
。
����

� �

升言言吞二� � �
。
���� �卜� �

�
。
���

‘ ’ 一 �

二
“ “ ‘ ’ 、 尸一

产 ���� ‘

从图�和图�分别读取条纹级数�
，
代入式 ��� �便得到� 二 �处一些点的挠度值见表 �和

表�
，
它们与理论值 �表��比较见图��

裹� 双�光全息法刹试结果

坐标��� �
�

� �
。

�

��
�

� ��
。

� ��
�

� ��
�

� �
。

� �

‘

���
‘�������一

�
条纹级数�

��林�� �工
�

�� �
�

�� �
�

�� �
。

�吕 �
。

�� �

表� 夹层全息法瀚试结果

坐标��� �
�

� �
�

� �
�

� �
�

�

条条纹级数��� ��
�

� ��
�

� ��
�

� ��
�

� �
�

� ���

贾贾�林边��� ��
�

�� �
�

�� �
。

�� �
�

�� �
�

�� ���

一护矛 三
、

用四孔散焦错位干涉法进行测试

‘ 一 一 娜岛生姗
令 ‘ �

一 决月，扭恤
�

一
翻��

二
，

� 口
。
� �

。
�

图�

口
。
气 二� 卜邓

四孔散焦散斑错位干涉法 是 �
。
�

�

� ��� 于

����年提出的 �“ �， 它是一种复合错位干涉法
，
能

进行 四个方向的错位
，
给出四幅条纹图

，
但独立

的条纹图只有两幅川
。

四孔散焦错位干涉法原理如图�所示
‘ 。

将 一

个具有四个小孔的挡光板 �图��放在普通 照 相

机的镜头处
，
然后对物体进行成像

，
但不聚焦在

。 肠了�七� 奋日�叼�

���写写
��� ���

方方
尸

’

刀���
������� ，屯屯

当当当当当当当当当当当
�����一一

匾匾匾匾

图� 四孔法光路图 图� 四孔板
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物体表面
，
而是聚焦在物体前面或后面

。

这时从物 体 不

同点发出的光线在分别通过不同小孔进行成像后在 象 面

上汇交于一点
，

由于物体被相干光源照明
，
因此这 些 光

线在象面上进行干涉
，
同时还要产生散斑

，
即象面 上 的

散斑要受到干涉条纹的调制
，

每一粒散斑中都有干 涉 条

纹
。

图�是四孔法的频谱密度
。

物体变形前后
，
对物体进行两次曝光

，
便得到双曝光

散斑图
，
它隐含了物体变形的信息

，
通过滤波可 以得到表

示变形的条纹图
。

对于四孔法来说
，
可得四幅条纹图

，

为了说明四孔法条纹形成的原理
，
现只考虑通 过 小

孔�和通过小孔�的光线干涉的情况
，
并认为小孔�和� 都 图� 四孔法频谱

不存在
。

物体变形前后
，
当分别通过两孔的光波的位相差变化为��

二 �� � �
， 土 �

， 土 �
， … �

时
，
则该点的散斑场在变形前后是一样的

，
即散斑场在该点相关

。

这时双曝光散斑图上该点

南散斑特性与变形前后每次曝光的散斑特性完全相同
。

该点的频谱密度由图�中� 轴上 的 各

衍射谱和零频所组成
。

当位相差变化为 ��� � ��二 �� 二 。 ， 土 �
， 士 �， … �时

，
该点 的散

斑场在变形前后的黑 度密度正好互补
，
即若变形前黑度大则变形后黑度小

，
若变形前黑度小

则变形后黑度大
，
因此可以说变形前后的散斑场在该点是不相关的

，
该点的散斑场与分别通

过两个小孔进行曝光然后将这两个散斑场进行非相于叠加所得到的总散斑场一样
，
因此该点

的反差较小
，

频谱密度主要集中在零频附近
。

如果将双曝光散斑图进行高频滤波
，
即只让从位相差变化为��武� 二 �，

土�
， 士�， …�

的那些点衍射出的光 �如图�中�轴上的衍射光 �通过滤波孔
，
即可在输出面上得到条纹图

，

当

△ � ��兀

出现亮条纹
，
当

〔 � � �
，
士 ����

△ 二 ��� � ��兀

出现暗条纹
。

�� � �
，

士 �， … �

士 �
， 士 �� ����

时时

上面讨论了通过小孔�和�的光波干涉的情况
，
对于通过小孔�和�

， �和 �， �和�的 光 波

干涉的情况
，
也可作同样的讨论

。

因此
，

通过四个方向的高通滤波分别让四个方向上的 高 频

衍射波通过滤波孔
，
就可得到四张条纹图

，
其中只有两张是独立的

，
因任意三张是线性 相 关

的乏“ �。

四孔法的错位量可由图�中的相似三角形关系算出
�

各� � 己� 二
��

�一 �
����

各�一
。 二 乙�

� ‘ 。 “
��

斌玄��一 ��
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式中
，
�为物方散焦量 � �为孔板到物体的距离

，
由于孔板与镜头在一起

，
所以�也为物距�

�为孔板的孔距 �见图��
。

四孔法的位相差变化计算公式与利用光楔的散斑错位干涉法 汇��公式相同
，
可写为

�

、寸

�
、

…
‘井�

�兀
凸一 � 一 蔺 一

� �
〔 � 井� 盖

卜 � 妙
刁�

十 �

奖
一 〕。 �

△了 � �兀
， � 。 �

入
一 � 八 万

十 �
一

旦�
��

� �

器
〕“ �

△‘ 。 �

辛
〔 � 。

长一
”

希
� �

一

器 二一

�兀

丛 一 ‘ 。 二

下
一 〔 � 。 �

� � 。

� “

恙
一 十 �二
裸

〕齐‘一

�
、了

�
�

�
��式中 � 二 圣

华
一

尹李
�

仄 。 找
�

� �一 ��

� 二
一

事于 �— 十
代 �

�一 �
、

�
，

� � 一 � � � 一 � �

� � 一
一

瓦一 十
一豆于

为错位灵敏系数
。

而

�
。 �了 �� 一 � 。 �

�
。 “ 了 �� 一 � �

�

�� 一 �。
�

�� 一 �
�

�

�� 一 �� �

�� 一 � �

�
�

����

����

����

用四孔法测试四边固支中心受集中力距形薄板光路参见图�
，
只是在全息干板的位置 换

成四孔错位照象机
。

试件与加载方法完全和全息千涉法相同
。

试件变形前后进行两次曝光
，
加载量为�。

·

�卜�
。

底片为柯达�� 一 ���
，
经处理后

，
放

入非共轴的傅里叶滤波光路�’ �中进行高通方向滤波
，
双曝光散斑图的频谱晕 如图�所 示

，
转

动物面进行四个方向的高通滤波得条纹图如图�所示
。

�动�方向错位 ����方向错位
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�����
�
方向错位

图� 测试结果

位移导数可按下式计算
�

���一 ��
�

方向错位

与上节式 ��� �相似
，

��
�

�
�
�…

� 。 ·
���“ ‘ 。一

豁
� 。 ·

�
盛

· �。一器

卸一奴柳一盯

台�

。 �‘
。

��

二 �
。
���火 ��

一 。
����

�

一肠一一 �几又�。 �
� 一 。一 �� � ���� ��

�
� � 。

错位量为
�

己
二 二 乙

� � �
�

���� ����

从图����读取条坟级数�
�，
代入式 ��� �中的第二式得 � 二 �处一些点的 位移导 数 见

表�
，
它们与理论值 �表��比较见图���

表� 四孔散焦散斑错位千涉法测试结果 �� � ��

坐标��� … 。 。 ， 。
�

， 。 �

� 。
，

�

翌二竺
�

�里
�

二
��

。

�

�
�

� �
�

� �
�

�

��
�

� ��
�

� ��
�

�

四
、

结 语

在求解无穷线性方程组时
，
本文应用了迭代法进行了计算

，
与文献 〔 � 〕所介绍的 方 法

不同
，
但迭代法简便

，
易用计算机运算

，
精度也可得到保证

，
当边缘分布弯矩系数取值较少

时
，
与文献 〔 � 〕的结果完全吻合

。

而且
，
由于采用了计算机计算

，
使得边缘分布弯矩 系 数
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一一�一
侧 ��口���������‘ 一，口�����

一
�

一
，‘ 二

彩

夕

‘

一
宪位恤

�

一
理论值

飞

� 二， 。 �

� �〕 �石�
，

不了 ，两

图��

可大大增加
，
从而提高了精度

。

利用力法可类似地求解同样边界条件的矩 形 薄

板在其它荷载作用下的问题
。

本文应用全息干涉法和四孔散焦散斑错位 干 涉

法对这一薄板 的 测试
，
结果较为满意

。
这两种方法

对离面位移或离面位移梯度很灵敏
，

能很 好 地用于

板的测试问题中
。
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